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Bolum Baskaninin Mesaji

Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii olarak, yillardir derslerde,
sinavlarda ve arastirmalarda paylastigimiz akademik ortami simdi
farkli bir boyuta tagimanin heyecanini yasiyoruz. Elinizdeki bu dergi,
yalnizca bir yayin degil, boliimiimiiziin ortak kiiltiiriine, hafizasina
ve degerlerine dayanan kolektif bir yolculugun ilk adimidir.

Bu dergide 68rencilerimizin, 6gretim iiyelerimizin ve mezunlarimizin;
matematikle kesisen diisiinceleri, deneme yazilari, akademik katkilari
ve Kkisisel deneyimleri yer aliyor. Amacimiz yalnizca bilgi sunmak
degil; farkli kusaklardan matematikgileri ve matematikseverleri bir
araya getiren aktif ve tiretken bir paylasim alani olusturmaktir.

Dergimiz ayni1 zamanda, boliimiimiize duyulan aidiyetin tasiyicisi
olmayi hedefliyor. Ogrencilerimizin egitimleri sirasinda bu sayfalarda
kendi seslerini bulmalari, mezunlarimizin ise deneyimlerini aktararak
yeni kusaklara ilham vermeleri, zamanla bu yayini kusaklari birbirine

baglayan kalici bir kopriiye doniistiirecektir.

Bu dergi fikrini ilk ortaya atan ve hayata ge¢mesi icin biiyiik bir 6zveriyle calisan Boliim Baskan Yardim-
cimiz Dr. Orhan Ogulcan Tuncer’e ayrica icten tesekkiirlerimi sunmak isterim. Onun 6zverili ¢abasi, bu
yayinin gercege doniismesinde belirleyici olmustur. Bu ilk sayinin hazirlanmasinda emegi gecen tiim 6gren-
cilerimize, katki sunan 6gretim tiyelerimize ve destegini esirgemeyen mezunlarimiza igtenlikle tesekkiir

Dilerim bu yayin, ilerleyen yillarda daha da zenginleserek, yalnizca matematiksel icerigiyle degil, boliimii-
miizlin ruhunu ve birikimini yansitan bir gelenek haline gelir. Bu dergiye katki sunan ya da sadece icinden
bir ciimleye goz atan herkes, bu kiiltiiriin bir parcasidir. Derginin tiim okurlar i¢in verimli, diistindiiriicli
ve ilham verici bir deneyim olmasini temenni ederim.

Prof. Dr. Ismet Yurdusen
Matematik Boliim Baskani
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Editorden Mektup

Degerli Okurlarimiz,

Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii biinyesinde yayimlanan
Hacettepe Lisans Matematik Dergisi’'nin ilk sayisina hos geldiniz. Boyle
bir ihtiyacin olup olmadigini tam olarak bilmiyorum; ancak bir yil1
askin siiredir aklimda lisans 6grencilerine yonelik bir dergi kurma
fikri vardi. Temel amacim, matematik boliimii 6grencilerini sadece
ders calisip sinavlara hazirlanmaktan biraz olsun uzaklastirmak ve
onlar1 daha fazla diistinmeye, daha etkili yazmaya tesvik etmekti. Bag-
langicta, sadece lisans 6grencilerinin yazilar yazdigi, akademik bir

ih‘} SN .

A
-1 v | dergi modeli olusturmay1 hayal ediyordum. Yazilar, sistem {izerin-
j ' den tarafimiza iletilecek, titiz bir degerlendirme siirecinin ardindan
yayimlanip yayimlanmayacagina karar verilecekti. Ancak zamanla,
yalnizca bu modele dayali bir derginin siirdiiriilebilir olmayabilecegi
diisiincesiyle, derginin formatin1 daha kapsayici ve esnek bir yapiya
doniistiirmeye karar verdim.

Dergi bu yeni haliyle, matematik ve matematik egitimi iizerine farkl
konular1 anlagilir ve lisans (hatta lise) diizeyindeki 6grencilere hitap
eden bir dille ele alan akademisyen yazilarini; lisans 6grencilerinin merak edip arastirdiklar1 konular
tizerine yazdiklar1 metinleri; boliimiimiiz mezunlarinin hikayelerini; degisim programlariyla yurt digina
giden 6grencilerimizin deneyimlerini, alaninda uzman bilim insanlariyla yapilan sdylesileri; ufkumuzu
genisletecek kitap Onerilerini ve bazi eglenceli icerikleri biinyesinde barindiriyor.

Bu ilk say1, 6rnek teskil etmesi ve sonraki sayilarin bicimini belirlemesi amaciyla hazirlandi. Ozellikle
ogrenci yazilari, boliimiimiizde katkida bulunacagini diistindiiglimiiz lisans 6grencilerinden ricada bu-
lunularak temin edildi. Ancak oniimiizdeki sayilarda dileyen lisans 6grencilerinin, iyi arastirdiklari ve
farkli yonleriyle ele aldiklar1 konularla ilgili yazi gondermelerini ve bu siirece daha dogrudan katilmalarini
bekliyorum. Bu yazilarin uygunlugunun incelenebilmesi ve yayina hazir hale getirilebilmesi icin tabii ki
bir editor ekibi kuracagiz.

Bir siire kafamda demlenmis bu fikri anlatmaya basladigimda, anlattiim kisilerin de bu konuda heyecan
duydugunu gérdiim. Herkes hem degerli fikirler sunuyor hem de nasil destek olabilecegini paylasiyordu.
Bu motivasyonla derginin kapak ve i¢ tasarim ¢aligmalarina bagladim. Siirecin her asamasinda, neredeyse
her birine tek tek gidip nelerin iyi, nelerin kotii oldugunu sordum. Her defasinda, boyle hocalarla tanigsmis
olmanin ne kadar biiyiik bir sans oldugunu yeniden hissettim. Hepsine ayr1 ayr1 tesekkiir etmem zor. O
ylizden bu siirecte destek olan tiim hocalarima; yazilariyla, 6nerileriyle, hikayeleriyle derginin icerigine
katkida bulunan tiim akademisyenlere, 6grencilere ve mezunlara tesekkiir ederim.

Dergideki yazilar, mantik, geometri, analiz, sayilar kurami, topoloji, cebir ve kriptoloji gibi matematigin
farkli alanlarina uzaniyor. Bunlari her sayida cesitlendirmeyi hedefliyoruz. Su an i¢in yilda iki say1 olarak
planladigimiz Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, cevrim ici ve iicretsiz bir sekilde okurlariyla bulusuyor.

Herkese keyifli ve merak dolu okumalar diliyorum.

Dr. Orhan Ogulcan Tuncer
23 Temmuz 2025, Ankara
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Bir Mantikcinin Goéziinden
Sikca Sorulan Sorulara Yanitlar

AHMET CEVIK

Jandarma ve Sahil Giivenlik Akademisi, Sosyal Bilimler Boliimii
89 a.cevik@hotmail.com

Okul hayatinda 6grencilere matematikte sayilarla ve kiimelerle ilgili bir siirii bilginin ezberletildigini
biliyoruz. Liseden heniiz mezun olup iiniversitede matematik dersi alan 6grenciler (6zellikle sayisal temel-
den gelmeyenler), ezberletilen bilgilerin ve formdiillerin altinda yatan gerekgelerini dogal olarak bilmeden
geliyorlar. Ogretildigi ama anlamadiklari i¢in degil, zaten 6gretilmedigi i¢in. Ornegin, ortaokullarda ya
da liselerde, “Bos kiime her kiimenin altkiimesidir” diye bir sey ezberletilir ama bunun neden gercekten
Oyle oldugu hakkinda mantikli ya da anlaml bir aciklama yapilmaz. Bu gibi benzer iddialar veya temel
tanimlar i¢in agiklama yapilmasi istendiginde “Isimize 6yle geliyor o yiizden” demek de ¢ok tatmin edici
gelmiyor bana. Ben bunun yerine “Oyle olmasaydi ne olurdu?” sorusunu sorduktan sonra bir sagmalik/an-
lamsizlik bulup, “Demek ki dyle olmali” demenin daha ikna edici olduguna inaniyorum. Sik kullanilan
matematiksel gerceklerin sebeplerini bilmek, bir kisinin matematik altyapisini mutlaka giiclendirir. Bu
yazida, hakkinda sikca sorulan bazi matematiksel gerceklerin nedenlerini olabildigince anlamlandirarak
yazmaya c¢aligacagim.

B Bos Kume Neden Her Kiimenin Altkiimesidir?

Bos kiimenin ¢ ile gosterildigini biliyoruz. “Bos kiime her kiimenin altkiimesidir” demek, “Eger A herhangi
bir kiimeyse, # C A” oldugunu soylemekle ayni seydir. A herhangi bir kiime olsun; # C A ifadesinin
dogru olmasi demek, “Eger x dgesi bos kiimenin i¢indeyse, x 6gesi A’nin da icindedir” demektir. Tirnak
icindeki 6nerme, p — g biciminde bir kosullu 6nermedir. Onermenin p yani dnciil kism1 “x € @” ifadesine
karsilik gelir, g yani ardil kismi da “x € A” ifadesine karsilik gelir. Demek ki # C A ifadesinin dogru olmasi,
belirtilen p — q bicimindeki 6nermenin dogru olmasiyla ayni1 seydir. Peki buradaki p — g 6nermesi dogru
mu? Evet! Ciinkii p 6nermesi yanlig! Hicbir zaman x € @ dogru olmaz. Onermeler mantigindan biliyoruz
ki p — q onermesinin dogruluk tablosu geregi, eger p yanlissa, g ne olursa olsun, p — g dogru olur. Demek
ki @ C A ifadesinin esdegeri olan “Her x igin, x eger bos kiimenin igindeyse, x A'nin icindedir” 6nermesi
dogrudur. Ciinkii hicbir x icin, x bos kiimenin bir elemani1 degildir, bog kiimenin hi¢ elemani yoktur. Bos
kiimenin icinde bir eleman olup bu eleman A kiimesinde olmasaydi o zaman yanlis olurdu. Ama bos
kiimenin i¢inde bir eleman yok. Demek ki 6nerme yanlis degil. Yanlis degil demek dogru demektir. Yani
@ C A ifadesi de boylece dogrudur.

B 1 ve 0,9 Sayilar Birbirine Neden Esittir?

1'den kiiciik en biiyiik reel say1 0, 9 (yani 0,999 ...) degil midir? Reel sayilarla ilgili mevcut tanimlarimiza,
varsayimlarimiza ve ilkelerimize gore 1 ve 0, 9 aymi sayilardir. Ayni olmadigini kabul etmek zaten Arsimet
ozelligine aykiridir. Arsimet ozelligi, verilen herhangi iki pozitif x ve y sayisi icin, xn > y 6zelligini saglayan
bir n dogal sayisinin var oldugunu soyler. Eger bu iki say1 ayni olmasaydi, 1 — 0, 9 isleminin sonucunun
sonsuz kiiciik say1 olmasi beklenirdi. Yani 0, 9 sayis1, 1’in altindaki en biiyiik Oge olurdu. 1 ile 0, 9 arasinda
bagska bir say1 var olamazdi. Ancak bu sezgilerimize de ters diisiiyor. 0, 9 say1s1 I’in altindaki en biiyiik say1
olsaydi reel sayilarda bir bosluk s6z konusu olurdu. Sonsuz kiiciik say: diye bir sey yoktur. Arsimet ilkesi,
sonsuz kiiciik sayinin varligini yasaklamistir.

Bu sezgisel aciklama tatmin etmediyse 1’in 0,9 sayisina esit oldugunun cesitli kanitlarina bakilabilir.
Bircok kaniti olmakla beraber, bunlardan biri limit tanimiyla soyle yapilir:
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n
- 9 1 1
0,9 = lim 0,999... = lim — = lim (1- =1- lim =1-0=1.
n—=00 “S—— -0 kzl 10k n-o < 10") n—oo 107
n tane -

Yine tatmin etmediyse basit cebirsel bir kanit da soyle verilebilir:
x =0,999... olsun.

10x = 9,999 ...
10x =940,999...
10x=94+x

9% =9

x =1

B Neden 0! =1 dir?

Cebirde faktoriyelin dogal sayilar igin tanimli bir fonksiyon oldugunu biliyoruz. Analiz dedigimiz alanda reel
sayllarin da “faktoriyeli” cesitli yontemlerle tanimlanabiliyor ancak biz dogal sayilar iizerinde tanimlanan
faktoriyeli goz onilinde bulunduralim. Faktoriyelin 6zyinelemeli tanimina bakalim. Asagida soru isaretli
yere ne gelmesi gerektigini bir 6rnek {izerinden giderek anlayacagiz.

nl=nxm-1)

ol =?
Ornegin, 5!i bu tanima gore hesaplayalim.
5!=5x4!
=>4l =4x3!
= 31=3x2!
= 2l=2x1!
= 11=1x0!

Simdi, bir sayinin faktoriyelinin sifir olmamasi icin hemen yukarida son satirdaki ifadenin, yani 1’in
sonucunun sifir olmamast gerekir. Demek ki 0! = 0 olarak tanimlarsak, her sayinin faktoriyeli sifir olur!
Bu da anlamsiz olur. En iyisi 1!’i tanimlarken, esitligin saginda 1’i carpmanin birim elemaniyla, yani 1 ile
carpmak. Bu ylizden 0! = 1 olarak tanimlamak, 1! = 1 x 1 esitligini verir ve diger tiim sayilarin faktoriyeli
bize pozitif bir deger verecegi i¢in 0! = 1 tanimi1 anlamli olur. Yani, 0! = 0 olarak tanimlansaydi her sayinin
faktoriyeli sifir olurdu ve bu da oldukga anlamsiz olurdu.

B O Neden Bir Dogal Sayidir?

Matematik tanimlarla ve varsayimlarla baglar. Aritmetik kuramimizin varsayimlar1 Peano aksiyomlar: diye
bilinen varsayimlarla tanimlanmistir. Peano aksiyomlarindan burada bahsetmeyecegiz. Bu aksiyomlar
esasen dogal sayilar yapisinin 6zelliklerine sahip tiim yapilarin ortak 6zelliklerini belirten varsayimlardir.
Peano aksiyomlarina gore, ’0’ semboliiyle gosterilen say1 bir dogal sayidir. Amasiz fakatsiz bunu kabul ederiz.
Yani matematikte “0 bir dogal sayidir” 6nermesi aksiyom geregi dogrudur. Dogal sayilar 1’den baslasaydi
ne olurdu? Aslinda bu ¢ok biiyiik problemlere neden olmazdi. Bazi teknik tanimlarin ufak tefek degismesi
gerekirdi. Ama ortada bir yerdeki sayiy1 (6rnegin 2, 5, 29, 750 gibi) dogal say1 olarak kabul etmeseydik iste
o zaman biiyiik sorunlar ortaya cikardi. Clinkii 0’1 gbzard1 ederek dogal say1 yapisini yine koruyabiliriz.
Yeter ki ortaya ¢ikan sey Peano aksiyomlarini saglasin. Peano aksiyomlarini saglayan matematiksel yapilara
zaten dogal sayt yapist diyoruz. Hepsinin ortak 6zelligi, hicbir 6genin ardili olmayan en kiiciik bir 6genin
var olmasi. Diyelim ki 0’1 dogal say1 olarak kabul etmedik. Sorun degil; 1’den baslariz ve 0’in dogal say1
yapist icindeki “en kiiclik 6ge” olma roliinii 1’e vermis oluruz. 0,1,2,3,...yerine 1,2,3,4,...diye devam eden
bir yap1 elde ederiz. Ne de olsa yine her say1 ardillik iligkisi icinde ardisik olarak tanimli. Yine herhangi
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ardisik iki dogal sayinin arasinda bagka bir dogal say1 yok. Yine en biiyiik dogal say1 diye bir sey yok.

Beyin jimnastigi yaptiracak bir sey sdyleyeyim. Aslinda Peano aksiyomlarini saglayan yapinin dgelerinin
birer ’say1’ olmasina da gerek yok. 0'1n roliinii hi¢ cubuk, 1’in roliinii bir cubuk, 2’nin roliinii iki cubuk, 3’tin
rollinii {i¢ cubuk vs. alabilir. Bir cubugun ardilini, o cubugun yanina bagka bir cubuk bitistirmek olarak
kabul edelim. Alin size dogal sayilar yapisi!

0 bir dogal sayidir, aksiyom geregi boyle. Ancak gordiigiimiiz gibi, aksini diisiinmek dogal sayilar
yapisini bozan bir sey degildir. 0’1n kendisi olmasa da olur. Yeter ki yap1 icinde 0’1n roliinii iistlenecek bir
Oge olsun. Diyebiliriz ki 0’1 kabul etmek zorunluluk degildir ama 0’1n roliinii alacak bir 6genin var olmasi
bir zorunluluktur.

B “Tanimsiz” ile “Belirsiz” Arasindaki Fark Nedir?

Matematigin tanimlarla ve aksiyomlarla basladigini sdylemistik. Bazen bir sey tanimlamak, mevcut ku-
ramimizda celiskilere neden olabilir. Ornegin, R (yani reel sayilar) iizerinde tamiml olan f(x) = 1/x
fonksiyonunun tanim kiimesi aslinda R \ {0} kiimesidir. Yani f(0) tanimsizdir, ¢linkii 1/0 tanimsiz bir
ifadedir. Verilen bir n sayisi i¢in n/0 tanimli olsaydi ne olurdu? Bir defa bu sagmaliklara sebep olurdu.
Diyelim ki @ = b = 1 olsun. Simdi a = b esitliginin her iki tarafini a ile carpalim ve a® = ab elde edelim.
Her iki taraftan ab cikaralim ve a — ab = 0 elde edelim. Bu da a(a — b) = 0 ifadesine esittir. Simdi esitligin
her iki tarafini (a — b) ifadesine bolersek a = 0 olarak buluruz. Ama basta a = 1 olarak kabul etmistik.
Sa¢cmalik elde ettik. n/0 ifadesi aritmetikte ya da cebirde anlamli bir sekilde tanimlanamaz. Sifira bélmeyi
gecerli kabul edersek iste boyle celiskiler bulabiliriz. Analizde ise n/0 ifadesi co olarak tanimlidir, ancak
orada fonksiyonlarin limitteki davranigini dikkate aliriz.

Peki, x> + 1 = 0 denkleminin reel sayilarda ¢6ziimiiniin olmadigini biliyoruz. Ancak sonradan i = \/—_1
diye bir say1 tanimlamisiz. Aynen bunun gibi n/0 ifadesinin sonucunu yapay bir sekilde tanimlayamaz
miy1z? Tanimlayabiliriz elbette. Simdi ben yeni bir “say1” tanimliyorum ve adina # diyorum. Bu bildigimiz
anlamda bir say1 degil, bir deger de degil, bir sabit olsun belki. Artik n/0 tanimh bir ifade. Tamam ama
ne isime yaradi bu? Iste, matematikte istediginiz seyi (mevcut kuramlarinizla tutarli olmak kaydiyla) ta-
nimlayip kendi matematiginizi yapabilirsiniz. Ancak bunu diinya kabul edecek diye bir sey yok. Tanimsiz
ifadeleri geleneksel anlamda tanimlamaya calistigimizda yukarida yaptigimiz kanit gibi ortaya anlamsizlik-
lar cikarabiliriz. Bir seyin tanimsiz olmasi demek, “anlamli” bir aciklamasi yapilamaz demektir. Elbette
kafamizdan bir sembol uydurup, buna 6rnegin # ismi verip, bunu n/0’nin tanimi olarak kabul edebiliriz.
Ancak bu hicbir isimize yaramaz, en azindan su anda.

Belirsizlik ise biraz daha farkli bir kavram. Bir ifadenin tek degil, bircok (cogunlukla sonsuz sayida)
anlamli tanimi varsa ya da bir¢ok ¢dziimii varsa buna belirsizlik diyebiliriz. Ornegin, co — oo ifadesinin
tek bir anlamli sonucu yoktur. Olamayacagini burada sadece sezgisel olarak anlatmaya calisgacagim. Bu
fark isleminin sonucu neden 1 olmasin? Ya da neden 2, 3, 4 vs. olmasin? Kiimelerle anlamaya caligalim.
A =1{0,1,2,3,4,..} ve B = {1,2,3,4,...} olsun. Buna gore A \ B = {0} olur ki bu da tek elemanldir.
Ancak B = {2,3,4,5,..} olsayd1 A \ B = {0, 1} olurdu ki bu da bize 2 elemanl bir kiime verirdi. Simdi
A =1{0,1,2,3,4,..} ve B = {0,2,4,6,8, ...} olsun. Bu durumda A \ B = {1,3,5,7,9, ...} olur ki bu da
sonsuz elemanl bir kiime verir. Demek ki kiimelere uygulandiginda co — oo ifadesinin tek bir sonucu
tanimlanamiyor. Analizde de durum farksiz degildir.

m 0° Neye Esittir?

Negatif olmayan herhangi bir a sayisi i¢in a® ifadesinin cebirsel olarak ne tiir anlamlara karsilik geldigine
bakalim. a° ifadesi a sayisinin 0 kez carpimidir; yani hicbir sey carpmamaktir. Carpmanin birim elemani
1 oldugu igin, cebirde 0° = 1 tanimi yapilmistir. Kiime kuramsal olarak da a° ifadesini yorumlamak
miimkiindiir; soyle ki a® ifadesi, 0 elemanl bir kiimeden a elemanli bir kiimeye olan fonksiyonlarin
sayisidir. Boyle sadece bir tane fonksiyon vardir, o da bog fonksiyon denilen fonksiyondur.

Ote yandan analizde 0° ifadesi belirsiz forma sahiptir. Yani, f(x) ve g(x) birer fonksiyon olsun ve
lim,_,, f(x) = 0, lim,_,, g(x) = 0 olsun. Bu durumda lim,_,, f(x)8* ifadesinin sonucunu her zaman
tek bigimde belirleyemeyiz. Ornegin, lim,_, o+ x° = 1 iken, lim,_,q+ 0* = 0 oluyor. Bu yiizden 0° ifadesini
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matematigin bazi alanlarinda 1 olarak tanimlamak anlamliyken, analiz gibi diger alanlarda anlamli bir
tanimlama yapmak miimkiin olmayabiliyor.

B Tam Sayilarin Toplami Sifir Midir?

Pozitif ve negatif sayilar birbirini gotiirdiigii icin biitiin tam sayilarin toplaminin sifir oldugunu zannedebi-
lirsiniz. Ancak sonsuz toplamda isler sanildig: gibi olmuyor. Elbette

0+14+(-1)4+24+(-2)+3+(-3)+ -

gibi bir parantezleme yapilirsa pozitif sayilar ve negatif sayilar birbirini gotiiriir ve sonug sifir olur diye
diisliniirsiiniiz. Ancak
O+D)+(-14+2)+(—24+3)+(-3+4)+---

seklinde bir parantezleme yapilirsa bu toplam sonsuza yaklasir. iddia ediyorum ki baska tiirlii parantezleme
yapildiginda toplam, eksi sonsuza yaklagir. Isin 6zii, sonsuz toplam sonlu toplam sezgisiyle tanimlanabilecek
bir islem degildir. Sonlu seyler arasindaki 6zellikleri, onlarla ilgili kullandigimiz sezgileri sonsuz biiyiikliik-
teki seylere her zaman uyarlayamayacagimizi gosteren bir bagka dérnek vermek istiyorum. Matematikteki
agac yapilarini ele alalim.

Bu yapinin sonsuza kadar yukari dogru devam ettigini diistinelim. En alttaki baslangi¢c noktasinin hizasi
0. kademe olsun. 1’inci kademede 2 nokta, 2’nci kademede 4 nokta, 3’lincii kademede 8 nokta var vs.
Genellersek, n’inci kademede 2" nokta var. Hatta, n’inci kademeye kadarki dallarin sayisi, n’inci kademedeki
noktalarin sayisindan daha fazla. Ornegin, 2'nci kademede 4 nokta varken bu kademenin altinda toplamda
6 dal var. Matematiksel tiimevarimla her sonlu 7 i¢in bunun dogru oldugunu kanitlayabiliriz. Ancak n
sonsuza yaklastiginda ayni sonucu sdylemek miimkiin degil. Sonlu durumlar icin olan bazi matematiksel
gerceklerin altindaki sezgilerimizi, sonsuzdaki ya da sonsuza yaklasirken olan durumlara uygulamak bizi
hataya sevk edebiliyor.

B 1% Neden Belirsizdir?

Herhangi bir n dogal sayis1 i¢in 1”7 = 1 oldugunu biliyoruz. Ancak analizde, lim f(x) = 1 ve lim g(x) = o
ise, lim f(x)8®™) degeri belirsizdir. Bunun sebebi, bu limit degerinin, taban g:n f(x)in 1’e :1:11<adar hizli
yakl);g‘flgma ve iis olan g(x)’in sonsuza ne kadar hizl biiyiidiigiine bagli olmasidir. 1% ifadesinin belirsiz
oldugunu anlamak i¢in 6nce su 6rnege bakalim: ¢ € R olsun. Buna gore xlirgl+(ex )E degeri ne olmahdir?

Taban 1’e yaklasirken iis (pozitif veya negatif olmasina bagli olarak) +oo’a yaklasir. 1*° formuna sahip bu
limiti hesaplamak neyse ki zor degil. Us 6zelliklerini kullanarak
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c c
. - . X-= .
lim (e¥)x = lim e” x = lim e° = e°.
x—0t x—0t x—=0+

Herhangi bir ¢ € R icin bu limitin degeri degisiyor. Elbette taban 1 ile sabit oldugu zaman lim,_,,1® =1

olur. Ancak buradaki mesele, yukarida soz ettigimiz gibi, f(x) fonksiyonunun 1’e soldan veya sagdan
durumlarda g(x) iis fonksiyonunun limit degerini farkl sekilde belirlemesidir. Ornegin, lim 0,999* = 0

X—=>0
iken, lim 1,001* = oo olur. Taban 1’e yaklasirken iis sonsuza yaklastiginda bu uyumsuzluktan dolay1 1%
X—>0

formu belirsizdir.
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Ingiliz Matematikgi Sir Michael Francis Atiyah’in (1929-2019) sozleriyle,
“Kanit, matematigi bir arada tutan yapistiricidir.”

Bu ifadeyle Atiyah, etkileyici bir metafor yapmanin 6tesinde, matematigin en 6nemli yapitasinin kanit oldu-
guna isaret ediyordu. Elbette bu demek degil ki matematik yalnizca kanittan ibarettir ya da bir matematikci
gliniiniin her saatini 6nerme kanitlayarak gecirir. Neticede matematik, teknik hesaplamalar yapmaktan
karsit 6rnekler olusturmaya, algoritmalar bulmaktan 6zel durumlar incelemeye ya da modellemeler yap-
maya kadar cok cesitli ugraslar da barindiran bir disiplindir. Yine de matematigi diger disiplinlerden ayiran
temel unsur, kanita ve mantiksal gerekcelendirmeye siki sikiya bagli olmasidir.

Kanit, yalnizca bir sonucun dogrulugunu garanti altina almak icin degil, ayn1 zamanda diisiince sii-
recindeki mantiksal yolculugu aktarmak i¢in de kullanilir. Bu sebeple matematik ve mantigi birbirinden
tamamen ayirmak imkansizdir. Bu iliskiyi belki de en iyi aciklayan, Filozof ve Matematikci Bertrand Russell
(1872-1970)'1n su sozleridir:

“Tarihsel olarak bakildiginda, matematik ve mantik tamamen farkli alanlar olarak goriilmiistiir.
Matematik, bilimle iliskilendirilirken; mantik, Antik Yunan’la bagdastirllmigtir. Ancak her iki
alan da modern zamanlarda onemli bir gelisim gostermistir: mantik daha matematiksel bir nitelik
kazannus, matematik ise daha mantiga dayali hile gelmistir. Sonug olarak artik bu ikisi arasinda
kesin bir cizgi cekmek tamamen imkansiz olmustur; gercekte, ikisi bir ve aynidir. Aralarindaki
fark, cocuk ile yetiskin arasindaki fark gibidir: mantik, matematigin gencligidir; matematik ise
mantigin olgunluk cagidir.”

Bu yazinin icinde birkac dnermenin bazi iyi bilinen kanitlarindan bahsedecegiz. Ele alacagimiz 6nerme-
lerin kanitlar1 basit ve kolay anlasilir olacaklar. Ancak bazi kanitlar ¢ok daha karmasik olup sayfalarca hatta
ciltlerce siiren mantiksal ilerlemeler gerektirebilir. Dolayisiyla matematikte bir 6nermeyi kanitlamak icin,
uzun ve soyut bir diisiinme siirecine, sabirl bir akil yliriitmeye ve kimi zaman detaylar icinde kaybolmadan
ilerleyebilecek zihinsel bir dayanikliliga hazir olmak gereklidir, ama tabii ki yeterli degildir. Nitekim bu
zihinsel cabanin zorlugunu Charles Darwin su sekilde ifade eder: “Soyut bir diisiince zincirini uzun siire
takip etme giiclim sinirly; bu yiizden metafizik ya da matematikte asla basarili olamazdim.”

O halde esas sorumuza gelmis bulunmaktayiz: Matematiksel kanit tam olarak nedir?

Russell herhangi bir 6nermeyi kanitlamaya yeltenen bir matematik¢inin asla muhakeme siirecinin
tamamini kagida dokemeyecegini, bunun yerine uygun sekilde egitilmis bir zihni ikna etmeye yetecek
kadar bir kanit ozeti ile yetinilmesi gerektigini sdylemistir. Clinkii her 6nerme, daha 6nceki tanim ve
Oonermelere dayanir. Onlar da bagka tanim ve 6nermelere... Bir kanitin, dayandigi tiim tanim ve kabulleri
bastan sona eksiksiz bicimde icermesini sart kosmak, hem pratikte miimkiin degildir hem de gereksiz
bir caba olur. Kendi dnerilerini pek de ciddiye almadig1 apacik olan Russell, Alfred North Whitehead ile
birlikte yazdig1 Principia Mathematica kitabinda, matematigin tiimiinii en kiiciik ayrintilan bile gdz ardi
etmeden temel mantiksal ilkelere indirgemeye calismistir. Oyle ki 1 + 1 = 2 ifadesini mantiksal ilkelerle
elde etmeleri yiizlerce sayfa siirmiistiir.
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Dolayisiyla biz bu yazida Russell’in ilk 6nerisini dikkate alarak aklimiza mukayet olmaya calisacagiz.
Bu baglamda bir kaniti, bir onermenin dogruluguna itiraz edilemeyecek sekilde ikna eden, mantik kurallar
cercevesinde insa edilmis tutarli bir akil yiiriitme olarak tanimlayabiliriz.!

Alternatif olarak matematiksel bir kanitin ne olmadigini da tartisabiliriz. Kanit, sezgiye ya da sagduyuya
yapilan basvurularla kurulmaz. “Bana mantikl geliyor” ya da “herkes boyle diisiiniiyor” gibi ifadeler
matematiksel gecerlilik tasimaz. Ayni sekilde, bir 6gretmenin ya da otoritenin sozii de tek basina bir kanit
sayllmaz. Kanit, yalnizca kurallar1 acik ve tutarh bicimde tanimlanmis mantiksal bir sistem icinde gecerlidir.

Sonug olarak, kanit matematiksel diistincenin omurgasidir. Ogrenciler igin bu, sadece kurallari uygula-
mak degil, bu kurallar1 neden uyguladigimizi sorgulamak anlamina gelir. Bir problemi ¢zmekle yetinmek
degil, o ¢coziimiin neden ve nasil calistifini1 gormek demektir. Matematiksel kanit, sadece bilgi degil; diisiince
iiretmenin, paylasmanin ve elestirmenin en rafine yollarindan biridir. Ve bu yoniiyle matematik, yalnizca
bir bilim degil, ayn1 zamanda bir diisiinme bi¢imidir.

Simdi yukarida tartigtiklarimizi somut hale getirecek ve drneklerle destekleyecegiz. Ayrica bazi temel
kanit tekniklerinden bahsedecegiz.

1. Belli durumlar i¢in saglanmasi yeterli degil.

Bir 6nermenin dogrulugunu gostermek iizere cikilan yolda en sik yapilan hatalardan biri, 6nermenin birkac
0zel durumda saglandigini goriip bunu genel gecer bir dogru olarak kabul etmektir. Oysa matematikgiler
icin bu tiir 6rnekler, ancak nihai kaniti insa etmede yol gosterici olabilir; kendileri basgh basina bir kanit
sayllmaz. Bir 6rnek ele alalim:

iddia 1.
n, 1'den biiyiik bir tam say: olsun. Eger n asal say1 ise 2" — 1 de asal sayidir.

Bu iddianin dogrulugu icin ne dersiniz? Bunu gérmek icin bariz ve olduk¢a mantikli olan bir yontem birkac
asal say1 icin yukaridaki onermenin dogru olup olmadigini incelemektir.

« n =2 asal sayisiicin 2" — 1 = 3 olup 3 asal say1 oldugundan 6nerme gerceklenir.

« n = 3 asal sayisii¢in 2" — 1 = 7 olup 7 asal say1 oldugundan 6nerme gerceklenir.

« n = 5 asal sayisiicin 2" — 1 = 31 olup 31 asal say1 oldugundan 6nerme gerceklenir.

« n =7 asal sayisii¢in 2" — 1 = 127 olup 127 asal say1 oldugundan nerme gerceklenir.

Buraya kadar isler cok yolunda gidiyor. Dolayisiyla bir¢ogunuz 6nermenin dogru oldugunu diisiinmeye bas-
lamus bile olabilirsiniz. Simdi n = 11 asal sayisini ele alalim. Bu durumda 2! —1 = 2047 olup 2047 = 23-89
yazilabildiginden, n asal olmasina ragmen 2" —1 asal olmaz. Dolayisiyla birka¢ durum icin saglanan bu 6ner-
meyi her n asal sayisi icin dogru kabul edemeyiz. Yine de yalnizca 5. denemede dnermenin saglanmadigini
gormiis olduk ve daha fazla deneme yapmamiza gerek kalmadi.

Simdi bagka bir 6rnek ele alalim:

iddia 2.

n negatif olmayan bir tam sayi olsun. Bu durumda n* + n + 41 bir asal sayidur.

Bir onceki iddiay1 incelerken yaptigimiz gibi bir noktadan baslayarak denemeler yapalim. n bir negatif
olmayan tam say1 oldugundan 0’dan baslamak uygun olacaktir.

« n = 0icin 0% 4+ 0 4+ 41 = 41 olup 41 bir asal sayidir.
« n=1icin 1% + 1 + 41 = 43 olup 43 bir asal sayidur.
e n =2icin 22 + 2 + 41 = 47 olup 47 bir asal sayidur.
« n=3icin 3% + 3 + 41 = 53 olup 53 bir asal sayidir.

Tabii bu tanim bagka baska sorular dogurmaktadir. Ancak bunlarin detayina girmeyecegiz.
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« n=4icin 4% + 4 + 41 = 61 olup 61 bir asal sayidir.
e n=5icin 5% + 5 + 41 = 71 olup 71 bir asal sayidur.
« n=6icin 6% + 6 + 41 = 83 olup 83 bir asal sayidir.

n = 39 i¢in 392 + 39 + 41 = 1601 olup 1601 bir asal sayidir.

Dolayisiyla 0 ile 39 arasindaki tiim tam sayilar icin 6nerme gerceklenmektedir. Yine de bu, 6nermenin
dogru oldugu anlamina gelmez! Zira n = 40 icin 40 + 40 + 41 = 1681 = 41 - 41 olup asal degildir. Bir
onceki 6rnegin aksine burada 6nermenin dogru olmadig1 sonucuna ulasmak icin 41 deneme yapmamiz
gerekti. Peki bu denemeyi nereye kadar yapabiliriz?

2. Yalnizca bir aksine 6rnek yeterlidir.

Bir 6nceki boliimde Iddia 1’de verilen 6nermeyi ve iddia 2'de verilen 6nermeyi saglamayan en az birer 6rnek
oldugunu gormiis olduk. Buna matematikte aksine 6rnek (ya da karsi 6rnek, ters 6rnek; ing. counterexample)
adi verilir. O halde, bir nermeyi kanitlamak icin istisnasiz her durumu kapsayacak bir gerekce ortaya
koymak gerekirken, 6nermenin yanlighgini gostermek igin yalnizca bir aksine ornek yeterlidir. Iddia 1°de
n = 11 aksine 6rnek iken, iddia 2’de n = 40 aksine 6rnektir. Tabii ki baska aksine 6rnekler vermek
miimkiindiir.

Dolayisiyla bir onermenin dogrulugunu kanitlamak sayfalarca siirebilirken, tek satirlik bir aksine 6rnek
onermenin yanlis oldugunu gostermeye yeterlidir. Ancak aksine érnek bulmak her zaman goriildiigii kadar
kolay olmayabilir. Bu durumu bir 6rnekle gorelim.

Euler? su varsayimda bulunmustur: En az {i¢ pozitif tam sayinin kiipleri toplanarak baska bir pozitif tam
sayimin kiibii elde edilebilir. Ornegin 3% +43+ 5% = 27+ 63+ 125 = 216 olup 216 = 6> yazilabilir. Dolayisiyla
bu drnekte ii¢ tane pozitif tam sayinin kiibii toplanarak bagka bir pozitif tam sayinin kiibii elde edilmis oldu.
Daha sonra Euler, iki tane pozitif tam sayinin kiibii toplanarak bir tam kiip elde edilemeyecegini kanitladi®.

Bu durumu bir iist kuvvete tasirsak; dordiincii kuvvetlerinin toplami bir bagka tam sayinin dordiincii
kuvvetini verecek sekilde dort tane tam say1 bulabiliriz. Ornegin 30* + 120* + 272* + 315* = 353* yazilabilir.
Euler, iic tane tam sayinin dordiincii kuvveti toplanarak baska bir tam saymin dordiincii kuvveti elde
edilemeyecegini iddia etti. Hatta varsayimini su sekilde genelledi: n > 2 olmak {izere, en az n tane pozitif
tam sayinin n-inci kuvvetleri toplanarak bagka bir pozitif tam sayinin n-inci kuvveti elde edilebilir. Bir
bagka deyisle bir pozitif tam sayinin n-inci kuvveti n’den daha az pozitif tam sayinin n-inci kuvvetlerinin
toplami olarak yazilamaz.

Euler’in bu iddias1 200 yi1l boyunca ne kanitlanabildi ne de ¢iiriitiilebildi. Ta ki 1966 yilinda iki matema-
tikgi 27° + 84° + 110° + 133° = 144° oldugunu gosterene kadar. Bu 6rnekle birlikte bir pozitif tam sayinin
5. kuvvetinin dért tane pozitif tam sayinin 5. kuvvetlerinin toplami olarak yazilabildigi gosterilmis oldu.
Dolayisiyla Euler’in iddiasinin n = 5 icin yanlis oldugu aksine 6rnek ile kanitlandi. Daha sonra bilgisayar
giiciiyle birlikte daha ilging bir 6rnek olarak 95800* + 217519* + 414560% = 422481* oldugu gosterildi.
Dolayistyla bir pozitif tam sayinin 4. kuvvetinin ii¢ tane pozitif tam sayinin 4. kuvvetlerinin toplami olarak
yazilabildigi gosterilmis oldu, ki bu Euler’in iddiasinin n = 4 icin de yanlis oldugu anlamina gelmekteydi.

Kissadan hisse: Bazen 6nerme ciiriitmek, kanitlamaktan daha zordur!

3. Nasil baslayacagini bilmek...

Buraya kadar bir dnermenin nasil kanitlanamayacagini ve nasil cliriitiilebilecegini gordiik. Simdi ise bir
onermenin nasil kanitlanabilecegi hakkinda konusacagiz.

Daha 6nce de sdyledigimiz gibi, matematiksel bir kanit yalnizca bir sonucun dogru oldugunu sdylemek
degildir; o sonucun neden dogru oldugunu, nasil dogru oldugunu mantikli, adim adim bir akil yiiriitmeyle
gostermektir. Matematikte bircok kanit teknigi mevcuttur. Ancak bu tekniklerin hepsini bilmek, karsi-
lastiginiz her 6nermeyi kolayca kanitlayabileceginiz anlamina gelmez. Matematigi bu kadar ilgi cekici

2Leonhard Euler (1707-1783), modern matematigin bir¢ok alaninin temellerini atan, iiretkenligi ve derinligiyle taninan Isvigreli
bir matematikgidir.
3Bu Fermat'in son teoreminin bir 6zel halidir.
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kilan seylerden biri de budur. Bu nedenle, bu yazida size kanit yapmaya dair eksiksiz bir recete sunmay1
vaat etmedigimi belirtmek isterim! Yine de matematiksel kanit siirecinde isleri kolaylastirabilecek bazi
yontemlerden ve temel fikirlerden yazinin ilerleyen béliimlerinde s6z edecegim. Bu yontemlerin hangisi-
nin elinizdeki 6nermeyi kanitlamak i¢in uygun oldugunu anlamak zamanla gelisen bir beceridir. Biraz
aliskanlik, biraz sabir ve bolca deneme yanilma gerektirir. Ve tiim bunlara ragmen, bazen hangi yontemle
ilerleyeceginiz hemen belli olmayabilir. Cinli filozof Lao Tzu'nun sozleriyle

“Binlerce kilometrelik bir yolculuk bile tek bir adimla baslar.”

Bir kaniti binlerce kilometrelik bir yolculuk olarak diisiiniirsek, bu yolu tamamlamak icin ilk adimi dogru
atmak oldukc¢a 6nemlidir. Ancak neyse ki matematik bize kanitin herhangi bir aninda en basa donme,
farkli yaklagimlar deneme, hatta tamamen geri cekilip bagka bir yoldan ilerleme imkéani sunar.

Asagida, kanit yaparken size yardimei olabilecek bazi temel oneriler verecegim. Bu adimlar her zaman
sirali bicimde uygulanmak zorunda degil; ama genellikle bir 6nermeyle bas basa kaldiginizda ise yarayan
yontemlerdir. Yine de bu Onerilerin her zaman yeterli olmayacagini bilmekte fayda var!

« Onerme agik degilse, sadelestirin.
Eger onerme size karmasik geliyorsa ya da kullanilan terimlere tam olarak hakim degilseniz, onu
kendi anlayacaginiz sekilde yeniden ifade edin. Gerekirse matematiksel dili gegcici olarak birakip,
giinliik bir dille “ne demek isteniyor?” sorusunu kendinize sorun. Ornegin, tiirevle ilgili “tiirev opera-
tori lineerdir” ifadesi kulaga teknik gelebilir; ancak bunu “tiirevlerin toplami, toplamin tiirevidir”
biciminde sadelestirmek faydali olabilir.

« Hangivarsayimlarin verildigini, hipotezin ne oldugunu, bir baska deyisle kanitlanmast istenen seyin
hangi kosullar altinda verildigini belirleyin.
Bircok kanit girisimi, yalnizca tanimlar iizerinden ya da hicbir varsayim kullanilmadan yapilmaya
calisilir ve bu cogu zaman basarisiz olur. Size bir 6nciil verildiyse, 6rnegin “n bir cift tam say1 olsun.
Bu durumda ...” gibi, ise oradan baslayin.

« Istenen seyi acikca belirleyin.
Kanitlamaniz gereken ifadenin tam olarak ne oldugunu netlestirin. Ne zaman “Ben ne bulmaya
calistyordum?” sorusunu sormaya baslarsaniz, biiyiik ihtimalle yolunuzu kaybetmissinizdir.

« Konuya dair bildiklerinizi gozden gecirin.
Kanitlamaya calistiginiz 6nermenin hipoteziyle ilgili (hatta bu hipotezi dogrudan iceren) ve bulmaya
calistiginiz sonucu da ilgilendirebilecek bilinen teoremleri gbzden gegirin. Onermedeki matematiksel
terimlerin tanimlarini iyi bilin ya da bu tanimlar1 tekrar okuyun. Ayrica hipotezi ve kanitlanacak
ifadeyi (ifadedeki terimlerin tanimlariyla birlikte) iyi bir notasyon secerek diizgiin bir sekilde ifade
edin.

« Kendinize su soruyu sorun: Bu ifade neden dogru olmali?
Bu soru, kanit yapmanin en temel noktalarindan biridir. Eger bir ifadenin neden dogru oldugunu
icten ice anlayamiyorsaniz, onu kanitlamaya calismak cok zordur. Bu durumda kendinize 6rnekler
olusturun, gerekirse bir sekil ¢izin, 6zel durumlar icin 6nermenizi test edin. Anlamadan ispatlamak
neredeyse imkansizdir. Ama eger i¢sel olarak dogru olduguna ikna olduysaniz, geriye kalan sey bunu
teknik bir dille anlatmak olur. Bu teknik beceriler zamanla kazanilir; ama sezgisel anlayis cogu zaman
cok daha onceden gelisir.

Eminim ki bu listeye eklenecek cok sey var. Fakat unutmayalim ki bu listenin ise yarayip yaramadigini
denemeden, ¢abalamadan, vakit ayirmadan géremezsiniz. Bu listeye iinlii Fransiz besteci ve piyanist
Maurice Ravel’in su soziiyle de bir katkida bulunabiliriz:

“Kopyalayn. Eger icinizde biraz 0zgiinliigiiniiz varsa, bu kopyaladikca ortaya ¢cikar. Eger yoksa,
sorun degil.”

Gercekten 6grenmenin ve gelisimin en dogal yollarindan biri taklit etmek, kopyalamaktir. Benzer 6nerme-
lerin kanitlarini incelemek ve bu kanitlarda izlenen yollari uyarlayarak elinizdeki 6nermeyi kanitlamaya
calismak oldukca 6greticidir. Eger icinizde bir parca 6zgiinliik varsa, bu zaten ortaya cikacaktir. Yoksa bile



Belki de bu ylizden yalnizca cesurlarin igidir kanit Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2025—1

sorun degil, bunun bir 6grenme basamagi oldugunu bilip devam etmek gerekir. Son olarak, bu belki gereksiz
bir tavsiye gibi goriinebilir; ancak bence en énemlisi: YAZIN! Yazmadan matematik olmaz. Elinizde zaten
yazili bir sey varsa bile, onu tekrar yazin. Her calistifinizda gerekirse bir daha yazin. Ciinkii diislince, ancak
kagida dokiildiigiinde gercekten sekillenir.

Simdi birkac tane nispeten basit onermeyi sozlii bir sekilde anlatir gibi kanitlamaya calisacagim.

Teorem 1.

n(n+1)

n bir pozitif tam sayr olmak iizere, 1 + 2+ --- + n = >

Kanit. Teoremin ifadesini birlikte anlamaya calisalim. n sayisinin bir pozitif tam say1 oldugu verilmis. Yani
nsayisinin Z*t = {1, 2, 3, ...} kiimesinden keyfi bir say1 oldugu biliniyor. Bu durumda n sayisina kadar olan
tiim pozitif tam sayilarin toplaminin, n sayisi ile 1 fazlasinin carpiminin yarisina esit oldugu iddia ediliyor.
Birkac ornekle durumu daha iyi anlamaya ¢alisalim:

1-2

=1licin1=—=
n icin 5

- 2-3
n=2icinl+2=3=—,

- 3-4
n:31§1n1+2+3:6:T,

- 4.5
n=41@1n1+2+3+4=10=7.

Yukaridaki 6rnekler teorem icin bir kanit vermese de teoremin ifadesini anlamak icin 6nemlidir. Simdi
verilen 6nermenin her n pozitif sayisi icin dogru oldugunu kanitlayalim.

142+--4+(n—-1)+n==S

diyelim. Acikca goriiliir ki
y SAs n+(n—-1)+--+2+1=S

saglanir. Ciinkii tam sayilar icin toplama islemi degismelidir, yani ayn1 tam sayilar1 hangi sirada topladigi-
mizin bir onemi yoktur. O halde

1+24+--+(n—-1)+n==5,
n+(n—-1)+--+2+1=S5

bulunur. Iki denklemi taraf tarafa toplarsak
m+D)+(n+D)+--+mM+D)+n+1)=2S

elde ederiz. Bu denklemde n tane (n + 1) oldugunu gorebildiniz mi? Buradan n(n + 1) = 2S olup dolayisiyla

S = n(n +1)/2 bulunur. Sonuc olarak 1 +2 + --- + n = S = n(n + 1)/2 esitligine ulasilir. O
Teorem 2.
Ax? + Bx + C ikinci dereceden bir polinom olmak iizere (yani A # 0), bu polinomun gercel sayilar iizerinde
ya kokii yoktur, ya x = —% ile verilen biricik kokii vardir ya da
—B + VB2 —4AC
*= 24

ile verilen iki farkl kokii vardir.

Kanut. Tkinci dereceden tek degiskenli bir polinomun kékleri icin yukarida verilen formiilii bircogunuzun
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ezbere bildigine yemin edebilirim, ama kanitlayamam :) Fakat bu formiiliin nereden geldigini kanitlayabili-
rim.

Ax? + Bx + C polinomunun koklerini aramak, Ax? + Bx + C = 0 denkleminin ¢oziimlerini aramak
ile aym seydir. Burada A # 0 olmasi, denklemin ikinci dereceden olmasi i¢in gereklidir. Aksi takdirde
Bx + C = 0 formunda x’in kuvvetlerine gore en fazla birinci dereceden olan bir denklem elde edilir. Peki
Ax?+Bx +C = 0 denkleminin ¢dziimlerini nasil bulabiliriz? En genel ikinci dereceden denklem yerine cok
daha basit bir denklem ele alalm: x> = a®. Bu denklemin ¢dziimii i¢cin ne dersiniz? Iki sayinin karelerinin
birbirine esit olmasi icin bu sayilarin ya ayni ya da birbirlerinin zit isaretlisi olmasi gerekir, degil mi? Yani

X = ayada x = —a olmaldir. Simdi (x + b)?> = a? ikinci derece denklemini diisiinelim. Biraz 6nceki
duruma benzer sekilde x + b = a yada x + b = —a olmalidir. Yani bu denklemin ¢oziimleri x = a —b
ve X = —a — b bicimindedir. Dolayisiyla eger denklemde x’li terimlerin bir tam karesi varsa, bu durumda

denklemi nasil ¢6zecegimizi daha rahat kestirebiliriz!

Tekrar Ax? + Bx + C = 0 denklemine donelim. Bu denklemde x’li terimlerin bir tam karesi olmadigi
aciktir. Ancak tabii ki denklemin sol tarafini tam kareye tamamlamak miimkiindiir. Bu isleme ge¢meden
once denklemin her iki tarafin1 A sayisina bélelim. A sayist sifirdan farkli oldugundan bunu yapabiliriz.
Bunu yapmamizin sebebi tam kareye tamamlama islemini basitlestirmektir. Boylece

B C
2 = ~ =0
x+Ax+A

denklemine ulagiriz. Bu denklem ile orijinal denklemimizin kokleri aynidir. Simdi denklemin sol tarafini
tam kareye tamamlayalim:

x2+—x+£—<x+£) —B—2+£—0
A~ 4A2 A

Buradan, neden ilk denklemi A sayisina boldiiglimiiz daha iyi anlagilmig olmali. Simdi yukaridaki denklemi
diizenleyelim: 2
(x+£> _ B?2—-4AC
24) 442

O halde bu denklemin kokleriyle orijinal denklemin kokleri aynidir. Simdi bu denklemin koklerini arasti-
ralim. Denklemin sol tarafi bir gercel sayinin karesi oldugundan negatif bir say1 olamaz. Bu sebeple eger
denklemin sag tarafi negatifse, yani B> — 4AC < 0 ise denklemin kokii yoktur! Eger denklemin sag tarafi
sifirsa, yani B> — 4AC = 0 ise bu durumda

2
B
<x + ﬁ) =0
olup bu denklemin tek kokii x = —%’dlr. Diger yandan B2 —4AC > 0 ise bu durumda yukarida yaptigimiz
basit érneklere benzer sekilde

B VB2 - 4AC
Xt =t
2A 2A
bulunur. Bu esitlik diizenlenerek teoremde verilen ifade kolayca elde edilebilir. O

Teorem 3.
X veY iki kiimeve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki onermeler denktir.

(i) f birebir fonksiyondur.
(ii)) Her A C X icin A = f~1(f(A)) gerceklenir.

Kanit. Once verilenleri anlayalim. X ve Y diye adlandirilan iki kiime verilmis, bu kiimeler iizerinde herhangi
bir kisitlama yok. Dolayisiyla elimizde keyfi iki kiime var. Bir de X kiimesinden Y kiimesine tanimli keyfi
bir fonksiyon mevcut.

Peki istenen ne? Basitce (i) ve (ii)’de verilen iki 6nermenin birbirine denk oldugunu géstermemiz
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isteniyor. Bu 6nermelerin detaylarina girmeden once iki énermenin denk olmasinin ne demek oldugunu
anlayalim. Iki dnermenin denk olmasi demek, bu 6nermelerin birbirlerini gerektirmesi demektir. Bir baska
deyisle, (i) 6nermesinin saglandig1 durumda (ii) nermesi de saglanmali ve (ii) 6nermesinin saglandigi
durumda (i) 6nermesi de saglanmalidir. Dolayisiyla iki nermenin denkligini gostermek icin, bu 6nerme-
lerden birini kabul edip bu kabul altinda digerinin dogrulugunu gostermek gerekir ve bu is her iki 6nerme
icin de yapilmalidir.

11k olarak (i)'nin (ii)’yi gerektirdigini, yani (i)’yi kabul edip (ii)'nin gerceklendigini, gésterelim. f birebir
fonksiyon olsun. Bu durumda her A C X kiimesi i¢in A = f~!(f(A)) oldugunu kanitlamaya calisacagiz.
Simdiki sorumuz su: iki kiimenin esitligi ne demek? Yani A = f~!(f(A)) demekle neyi kastediyoruz? iki
kiimenin esit olmasi aslinda her iki kiimenin birbirini kapsamasi (bagka bir deyisle, birbirinin alt kiimesi
olmast) anlamina gelir*. O halde A C f~1(f(A)) ve f~1(f(A)) C A oldugunu gostermeliyiz.

Ashinda ilk kapsama, yani A C f~!(f(A)) ifadesi her zaman saglanir. Yani bu kapsama, f birebir
degilken de dogru zaten! Bu kismin kanitini aligtirma sorularinda édev olarak birakacagim. Ciinkii birazdan
detaylariyla kanitlayacagimiz ikinci kapsama, bu kismi kendi kendinize yapmanizda cok faydali olacak.

O halde ikinci kapsamay1 gosterelim. Peki, f~1(f(A)) C A ne demek? f~1(f(A)) kiimesindeki her bir
elemanin A kiimesine de ait olmas1 demek degil mi? O halde f~!(f(A)) kiimesinden keyfi bir eleman alip
bu elemanin A kiimesine de ait oldugunu gosterelim: x € f~1(f(A)) olsun. Siradaki soru su: Bir elemanin,
bir kiimenin 6n goriintiisiinde olmasi ne demek?° Bu bile yeni bir soru dogurdu: Bir kiimenin 6n goriintiisii
ne demek?

Hemen 6n goriintiiniin tanimina gidelim. g : B — C bir fonksiyon ve E C C olmak iizere, g~}(E) =
{x € B| g(x) € E} kiimesine E kiimesinin g fonksiyonu altindaki 6n goriintiisii denir. Yani E kiimesinin 6n
goriintiisii; fonksiyon altinda goriintiisii E’de olan elemanlarin kiimesidir. O halde x € g~1(E) ise, g(x) € E
olmalidir.

Simdi kanitimiza devam edelim. x € f~1(f(A)) olduguna gore 6n goriintii tanimi geregi f(x) € f(A)
olmalidir. Buraya kadar f(x) € f(A) oldugunu gordiik ve f’nin birebir oldugunu kullanmamiza gerek
kalmadi. Ve unutmayalim ki x € A oldugunu gostermemiz gerekiyor. Bir kisminiz f(x) € f(A)isex € A
olmalidir diye diisiinebilir. Ancak bu dogru degil!

Ornegin; f : R - R, fonksiyonu f(x) = x? biciminde tanimlansin. A = (0, 00) C R alt kiimesini
diisiinelim. f(x) = 4 € R, elemanini ele alalim. Bu durumda f(x) € f(A) olmasinaragmen x € A =
(0, ) olmak zorunda degil! Ciinkii x = —2 i¢in de f(x) = 4 olur ve —2 & (0, ).

Bu sebeple daha dikkatli ilerleyelim. f(x) € f(A) kisminda kalmistik. Peki bu ne demek? Bir eleman bir
kiimenin goriintiisii kiimesinde yatiyor. Goriintii kiimesi tanimini hatirlayalim: g : B — C bir fonksiyon ve
D C B olmak iizere, g(D) = {g(x) € C | x € D} kiimesine D kiimesinin g fonksiyonu altindaki goriintiisti
adi verilir. Yani D kiimesindeki elemanlarin g fonksiyonu altindaki goriintiilerinin olusturdugu kiimeden
bahsediyoruz. Dolayisiyla y € g(D) ise bu eleman g(x) tipinde yazilabilmeli, yani y = g(x) olacak sekilde
X € D mevcut olmalidir.

Dolayisiyla f(x) € f(A) demek, f(x) = f(a) olacak sekilde bir a € A mevcut olmasi demektir. Artik
birebirligi kullanma zamani. Ne demek bir fonksiyonun birebir olmas1? Farkli elemanlarin goriintiileri farkli
olmalidir ya da denk olarak, goriintiileri ayn1 olan elemanlar aynidir. f fonksiyonu birebir ve f(x) = f(a)
oldugundan x = a olmaldir. a € A olduguna gore tabii ki x € A saglanir. Iste bu!

Simdi, (ii)’yi kabul edip (i)’nin gerceklendigini gosterelim. Her A C X kiimesi icin A = f~1(f(A))
olsun. Bu durumda f birebir midir? f’nin birebir olmasi ne demekti: Goriintiileri ayni olan elemanlar
aynidir. Yani keyfi x, x’ € X i¢in f(x) = f(x) ise x = x” olmalidir. O halde f(x) = f(x") saglanirken x
ile x” esit oluyor mu diye bakacagiz degil mi? Diyelim ki x, x" € X igin f(x) = f(x’) olsun. Bu asamada
kullanabilecegimiz bagka bir yardimci yok. Sadece (ii) 6nermesini kullanabiliriz. Goriiyoruz ki (ii) onermesi
kiimelerin goriintii ve 6n goriintiilerinin iceren bir esitlik. Ama elimizde kiime yok. x ve x” elemanlar1 var
ve f(x) = f(x') esitligi var. Bu egitlikten

fEx) = fEx'D

“Yani A ve B kiimeler olmak iizere, A = B esitli§i demek A C B ve B C A kapsamalarinin her ikisinin de saglanmas1 demektir.
SBurada f~! size dogrudan fonksiyonun tersini ¢agristirabilir. Ancak bilmelisiniz ki fonksiyonunun tersinin var olmasi igin birebir
ve Orten olmasi gerekir.
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oldugunu soyleyebiliriz. Artik elimizde birer elemanli iki kiime var ve bunlarin goriintiileri birbirine esit.
Bir fonksiyonun goriintii kiimesi tabii ki deger kiimesinin i¢inde olmali. O halde f({x}) C Y ve f{x'})) C Y
saglanir. Dolayisiyla elimizde Y kiimesinin icinde bulunan ve birbirine esit iki kiime var. Bu kiimelerin 6n
goriintiileri de birbirine esittir, yani

fAUED) = FAHFED)

olur. (ii)'den biliyoruz ki her A C X kiimesi icin A = f~!(f(A)) saglaniyor. Bu sebeple f~1(f({x})) = {x} ve
FYf(EX'D) = {x'} olup {x} = {x'} bulunur. Bu ise x = x’ demektir. O halde f fonksiyonu birebirdir. [J

4. -mis gibi yapmak

“Bir seyin var olmadigini ya da saglanmadigini nasil kanitlayabilirim?” sorusu 6grenciler i¢in zaman
zaman kafa karigtirici olabilir. Fakat matematikte boyle “olumsuz” ifadelerin de kaniti miimkiindiir. Ve
matematikciler boyle onermelerin kanitlari icin giizel bir strateji kullanir: -mis gibi yapmak. Mantiksal
olarak bir nesnenin var olmadigini gostermek icin, bu nesne varmis gibi yapariz (yani var oldugunu kabul
ederiz) ve daha sonra bu kabuliin yol ac¢tig1 sonuclari inceleriz. Eger var oldugunu varsaymak ileride bir
celigskiye neden oluyorsa, bu durumda kabuliimiiz dogru olamaz. Dolayisiyla nesnenin varligi imkansiz
olup bu nesne yoktur diyebiliriz. Sizce de ¢ok havali degil mi?
Hemen bir teorem kanitlayarak daha iyi anlamaya calisalim.

Teorem 4.

\/5 irrasyonel bir sayidir.

Kanit. Bir gercel sayinin irrasyonel olmasi rasyonel olmamasi demektir. Dolayisiyla \/5 sayisinin rasyonel
olmadiginm gosterecegiz. Bir an icin \/5 sayisi rasyonelmis gibi yapalim, bir bagka deyisle bu sayinin rasyonel
bir say1 oldugunu varsayalim. Bildigimiz iizere rasyonel sayilar aslinda iki tam sayinin birbirine b&liimii

seklinde yazilabilen kesirli sayilardir. Tabii ki payda sifir olamaz. Eger \/5 say1s1 rasyonel bir say1 ise, bu
durumda \/— a

b
olacak sekilde sifirdan farkli ve aralarinda asal a ve b tam sayilar1 vardir. Burada a ve b’nin aralarinda asal
olmasi 6zel bir durum degildir, aksi takdirde kesirde sadelestirme yapilarak aralarinda asal hale getirilebilir.
O halde \/E = a/b esitliginde her iki tarafin karesi alinip diizenlenerek

2b% = a? (1)

elde edilir. Demek ki a? tam say1s1 2’nin bir tam katidir, bir bagka deyisle a? bir cift tam sayidir. Buradan a
tam sayisinin da cift oldugu sonucuna variriz. Ciinkii tek tam sayilarin karesi cift olamaz!® Demek ki bir m
tam sayis1 icin a = 2m olur. Bu ifade (1) denkleminde yerine yazilirsa 2b? = (2m)? = 4m? ve buradan da
b? = 2¢? elde edilir. O halde b? bir ¢ift tam sayidir. Bu da demektir ki b de bir ¢ift tam sayidir.

Sonuc olarak gosterdik ki a ve b’nin her ikisi de ¢ift tam sayidir. Yani her ikisi de 2’ye tam béliiniiyor.
Bu durumda bir gariplik fark ettiniz mi? a ve b tam sayilarinin aralarinda asal oldugunu soylemistik. Yani

her ikisi de 2’ye boliinemez! O halde bu bir celigkidir. Bu sebeple \/5 sayisinin rasyonel oldugunu kabulii
yanlistir. Bu da demektir ki \/5 irrasyoneldir. O
Bagka bir teorem kanitlayarak bu durumu pekistirelim.

Teorem 5.
Sonsuz coklukta asal sayi vardir.

®Kanut. Bir tek tam say1 2n + 1 formundadir. (2n + 1)*> = 4n? + 4n + 1 olup 4n? + 4n gift oldugundan 1 fazlasi tektir.
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Kamnit. Asal sayilarin sonsuz coklukta oldugunu kanitlamak, aslinda sonlu tane asal say1 olmadigini kanitla-
mak demektir. O halde bir an icin sonlu tane asal say1 varmis gibi yapalim ve bu asal sayilar1 py, ps, ..., P
ile gosterelim. Burada k ile tiim asal sayilarin sayisi ifade edilmektedir.

Tiim asal sayilar1 carpip sonuca 1 ekleyerek

N =(pip2--pr) +1

sayisini olusturalim’. Elde ettigimiz N sayisi acikca tiim asal sayilardan biiyiiktiir, bu sebeple asal sayilarin
hepsinden farkli bir sayidir. py, ..., py sayilar1 elimizdeki tiim asal sayilar olduguna gore, bunlardan farkh
olan N sayis1 asal olamaz. Bu sebeple N sayisinin, Aritmetigin Temel Teoremi geregince, bir asal ¢arpani
olmak durumundadir. Bu asal ¢arpan py, ..., pi sayllarindan biri olmak zorundadir, ¢iinkii elimizdeki tiim
asal sayilar bunlar! Diyelim ki bu asal carpan p;, i € {1, 2, ..., k} olsun. O halde N sayis1 p; sayisinin bir kati
olmak zorunda. Diger yandan acikca N —1 = p; --- pj sayist da p; sayisinin bir katidir. N ve N —1 sayilarinin
her ikisi de p; asalinin bir kati1 olduguna gore, bunlarin farki da ayni asalin bir kati1 olmak zorundadir.
Yani N — (N — 1) sayis1 da p; asalinin bir katidir. Dolayisiyla 1 sayisi p; asalinin bir kat1 olur. Ancak bu
imkansizdir, ciinkii en kiiclik asal say1 2’dir ve 1 sayisi 2’nin bile bir tam kat1 degildir. Bu bir celiskidir! Bu
sebeple sonlu tane asal sayinin oldugu kabuliimiiz yanlistir. Bu da demektir ki sonsuz ¢oklukta asal say1
vardir. O

5. Dogal sayilardaki domino etkisi: Timevarim

Bu boliimde, belirli tiirdeki matematiksel ifadeleri kanitlamak i¢in giiclii ve zarif bir yontem olan mate-
matiksel tiimevarim kavramini ele alacagiz. Tiimevarim, temelde bir ifadenin tiim dogal sayilar icin —
ya da belirli bir noktadan itibaren tiim dogal sayilar icin — dogru oldugu iddia edilen genel 6nermeleri
kanitlamak amaciyla kullanilir.

Bir P ¢zelligini tiim dogal sayilar icin kanitlamak istedigimizi diisiinelim. Yani o P 6zelli§inin 0,1, 2, ...
icin dogru oldugunu gostermek istiyoruz. Burada sonsuz coklukta say1 oldugundan dolay1 hepsi icin tek
tek P ozelliginin saglandigini gostermek miimkiin degildir. Aslinda kanitlamak istedigimiz 6zelligi (P) tek
bir 6nerme olarak degil de, her n dogal sayisi icin birer tane olmak {izere bir dizi 6nerme olarak gorebiliriz:

« n = 0igin P ozelliginin saglanmasi
» n = 1li¢in P 6zelliginin saglanmasi
« n = 2i¢in P ozelliginin saglanmasi

Tiimevarimdaki temel fikir, bu 6nermeler dizisindeki ilk 6nermeyi kanitlamak ve ardindan herhangi
bir 6nermenin dogrulugu kabulii altinda bir sonraki onermenin de dogru oldugunu gostermektir. Bu
sayede dizideki tiim 6nermelerin dogru oldugu sonucuna variriz. Daha matematiksel bir sekilde ifade
edecek olursak; eger bir 6zelligin her n dogal sayisi icin dogru oldugu kanitlanmak istenirse agsagidakiler
yapilmalidir:

1. Baslangi¢ adimi: Bir baslangi¢ degeri icin onermenin dogrulugunu kanitla. Eger kanit tiim dogal
sayllar {izerinde yapilacaksa, bu baslangic degeri n = 0 olur. Eger bir a dogal sayisi itibariyle tim
dogal sayilar i¢in bir ifade kanitlanacaksa, baglangi¢ adimi n = a olur.

2. Tiimevarim adimi: Bir n dogal sayisi icin 6nermenin dogru oldugunu varsayarak, n + 1 icin de dogru
oldugunu kanitla. Burada, ifadenin belirli bir n i¢in dogru oldugunu varsayan bu kabul, tiimevarim
hipotezi olarak adlandirilir.

Bu iki adim gerceklestirildiginde, elimizdeki 6nermenin her n (ya da her n > a) dogal sayis1 i¢in dogru
oldugu sonucuna varabiliriz. Baslangic adiminda énermenin n = 0 (ya da n = a) i¢in dogrulugunu
kanitliyoruz. Tlimevarim adimindan da biliyoruz ki bir n dogal sayisi icin dogruysa bir sonraki icin de dogru
olmak zorunda. O halde, 6nerme n = 0 icin dogru oldugundan »n = 1 i¢in de dogru olmali. Yine tiimevarim
adimindan n = 1 i¢in dogru olan 6nerme, n = 2 icin de dogru olmali. Tekrar tiimevarim adimindan n = 2

7Elimizde sonlu tane asal say1 oldugundan dolay1 burada yaptigimiz ¢arpma anlamlidir.
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icin dogru olan 6nerme, n = 3 i¢in de dogru olmali. Tiimevarim adiminda 6nermenin keyfi bir n i¢in
dogrulugu altinda n + 1 i¢in de dogru oldugunu gosterdigimiz i¢in bu bdyle sonsuza kadar devam eder.

Matematiksel tiimevarimi, giizel bir benzetme ile, dogal sayilardaki domino etkisi olarak diisiinebiliriz.
Bir siirii domino tasinin uzunca dizildigini diisiinelim. Tiim domino taglarinin devrileceginden nasil emin
olabiliriz? Bunun i¢in iki sey gereklidir; ilk dominonun devrilmesi ve devrilen her dominonun bir sonraki
dominoyu devirmesi. Aslinda tlimevarim adimi, “domino taglarinin birbirine yakin yerlestirilmesini, boylece
bir tanesi devrilince bir sonrakinin de devrilmesini” garanti eder. Baglangic durumu ise “ilk dominonun
gercekten itilmesi” demektir.

Teorem 6.

Her n dogal sayist icin 3, n® — n sayisini biler.

Kanit. Her n dogal sayisi igin bir ifade kanitlamamiz gerekiyor. Bu sebeple n {izerine tiimevarim uygulaya-
biliriz.

1. Baslangic adimi: n = 0 icin 6nermeyi kanitlayalim. Bu durumda n3 —n = 0 — 0 = 0 oldugundan ve 3
say1st 0 sayisin1 boldiigiinden, bir bagka deyisle 0 sayis1 3 sayisinin bir tam kati oldugundan dnerme
gerceklenir. Hatta benzer sekilde n = 1 icin de n®> — n = 1 — 1 = 0 oldugundan 6nerme gerceklenir.

2. Tiimevarim adimi: Simdi keyfi bir n dogal sayis1 i¢cin nermenin oldugunu, yani 3 sayininin n® — n
sayisin1 boldiigiinii kabul edelim. Bu kabul altinda énermeyi n + 1 icin kanitlamaya calisacagiz, yani
3 sayisinin (n + 1)* — (n + 1) sayin1 boldiigiinii gosterecegiz.

Kabul geregi 6nerme n igin saglandigindan dolay1, n® — n sayis1 3’iin bir tam katidir. Yani n3> —n = 3k
olacak sekilde bir k tam sayis1 vardir. Buradan

m+1P-m+1)=n*+3n>+3n+1-n-1
=n*—n+3n’+3n
=3 —n)+3(n*+n)
=3k +3(n*+n)
=3(k+n’+n)

elde edilir. O halde (n + 1)* — (n + 1) sayis1 3’iin bir tam katidir. Yani 6nerme n + 1 igin de dogrudur.

Dolayisiyla 6nerme her n dogal sayisi icin saglanir. O
Teorem 7.
n*(n+1)? n*(n +1)?
1'den baslayarak ilk n dogal sayimin kiipleri toplami % eesittir. Yani 13423 +---4n3 = (T)
Kanit. n iizerine tiimevarim uygulayalim.
12(1 + 1)?

1. Baslangic adimi: n = 1 baslangic durumunu inceleyelim. Bu durumda ise 13 = 1 =

4
olup 6nerme n = 1 igin gerceklenir. Daha iyi anlayabilmek i¢in n = 2 durumunu da gosterelim. Bu

. . 222+ 1)
durumda 1° + 23 = 9 olur. Ayrica 6nermedeki ifadenin sag tarafi da % = 9 oldugundan,

onerme n = 2 icin de saglanir.

2. Tiimevarim adimi: Simdi 6nermenin n dogal sayisi icin dogru oldugunu kabul edelim. Bu kabul
altinda, 6nermenin n + 1 icin dogru oldugunu kanitlamaya ¢alisacagiz. Yani 13 4+23 +--- + (n+1)3 =
(n + 1)%(n + 2)? /4 oldugunu gosterecegiz. Tiimevarim hipotezi kullanilarak

n?(n +1)?

2 +(n+1)°

PB+22++nP+(n+1) =



Belki de bu ylizden yalnizca cesurlarin igidir kanit Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2025—1

=(n+1)2<%2+(n+1))

n’>+4n+4
= 12—~ -
(n+1) 7
_ (n+1)*(n+2)
- 4

bulunur. O halde 6nerme n + 1 icin de gerceklenir.

Dolayisiyla 6nerme her n > 1 dogal sayisi igin saglanir. O

Tiimevarim yoluyla bir kanit yaparken, cogu zaman tiimevarim adiminda ifadenin yalnizca n igin dogrulugu,
n + 1 icin dogrulugunu kanitlamaya yeter. Ancak bazen biraz daha “gliclii” bir varsayima ihtiya¢ duyulur
ve bu durumda tiimevarim hipotezini gliclendirmek gerekir. Tiimevarimin matematiksel ifadesindeki
baslangic adimi aynen kalirken, tlimevarim adimi

2! Giiglii tiimevarim adumu: Bir n dogal sayisina kadar tiim dogal sayilar icin 6nermenin dogru oldugunu
varsayarak, n + 1 i¢in de dogru oldugunu kanaitla.

ile degistirilsin. Bu yonteme giiclii tiimevarim adi verilir. Ancak buradaki “giiclii timevarim” ifadesi yuka-
ridaki klasik (ya da zayif) tiimevarimin bir genellemesi oldugu ya da bu yontemle daha fazla 6nermenin
kanitlanabilecegi anlami tagimaz; sadece tiimevarim adiminda kullanilan varsayimin daha giiclii olmasina
atifta bulunur. Hatta temelde zayif tlimevarim kullanilan herhangi bir kanit, dogrudan bir sekilde giiclii
tiimevarim kullanan bir kanita doniistiiriilebilir; ayni1 sekilde giiclii tlimevarim kullanan bir kanit da zayif
tiimevarim kullanan bir kanita doniistiiriilebilir. Sadece, tiimevarim hipotezini gliclendirmenin kolaylik
sagladif1 durumlar vardir.

Teorem 8.
2'den biiyiik her n dogal sayist ya asaldir ya da asal sayilarin carpimi seklinde yazilabilir.

Kamnit. n tizerine giiclii timevarim uygulayalim. Neden bunu uyguladigimiz gerektigi birazdan daha acgik
olacak.

1. Baslangi¢c adimi: n = 2 baslangi¢c durumunu inceleyelim. 2 asal say1 oldugundan bu durum agiktir.
Benzer sekilde 3 asal say1 oldugundan n = 3 icin de 6nermenin dogrulugu agiktir. Farkli bir 6rnek
gormek adina n = 4 durumunu da inceleyelim. Bu durumda 4 = 2 - 2 oldugundan ve 2 asal say1
oldugundan 6nermenin n = 4 i¢in saglandig1 da kolayca goriiliir.

2! Giiglii tiimevarim adimu: Simdi 2'den n dogal sayisina kadar tiim dogal sayilar icin 6nermenin dogru
oldugunu kabul edelim. Bu kabul altinda, 6nermenin n + 1 i¢in dogru oldugunu kanitlayacagiz. Yani
n + 1 sayisinin asal sayilarin carpimi seklinde yazildigini gosterecegiz. Bunu iki durumda inceleyelim:

« n + 1 bir asal say1 olsun. Bu durumda kanitlayacak bir sey yoktur.

» n + 1 bir asal say1 olmasin. O halde n + 1 = a - b olacak sekilde a ve b dogal sayilar1 vardir ve
acgikca bu dogal sayilar 1 < a,b < n + 1 esitsizligini saglar. Tlimevarim hipotezinden a ve b
dogal sayilari asal sayilarin carpimi olarak ifade edilebilir. O halde a dogal sayis1 asal sayilarin
carpimi olarak p; p, --- p; biciminde ve b dogal sayisi asal sayilarin ¢carpimi olarak q,q; *-- q;
biciminde yazilabilir. Buradan n + 1 = p;p, --* p;q:1q, --- q; olup, n + 1 sayisi asal sayilarin
carpimi biciminde yazilmis olur.

O halde 6nerme n + 1 icin de dogru olur.

Dolayisiyla 6nerme her n > 2 dogal sayisi igin gerceklenir. O

Yukaridaki kanitta giiclii timevarim kullanmamizin en 6nemli sebebi a ve b dogal sayilarinin asal
sayilarin carpimi biciminde yazildigimi sdyleyebilmektir. Zayif tiimevarimda yalnizca n dogal sayisinin
onermeyi sagladigini kabul ederken, burada n’den daha kiiciik olanlarin da 6nermeyi sagladig kabuliinii
kullanmamiz gerekti.
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6. Onermelerin baska bir yiizii

“Eger yagmur yagarsa disar1 cikmam” 6nermesini diisiinelim. Bu dnermenin soziine giivenilen bir insan
tarafindan soylendigini ve bu kisinin disar1 ¢iktigini varsayalim. O halde yagmur yagmamustir, dyle degil
mi? Clinkii yagsayd: disar1 cikmazdi. Dolayisiyla bu 6nerme ile “Disar1 ¢iktiysam yagmur yagmamaistir”
onermesinin dogruluk degeri aynidir. Ik kosullu 6nermeyi p — ¢ ile ifade edersek, ikinci 6nerme ¢’ — p’
ile ifade edilir. Burada p’ ile p 6nermesinin degili (olumsuzu) gosterilir. Bu iki kosullu 6nermenin dogruluk
degerleri ayn1 olduguna gore bu 6nermeler denktir: p — g = q’ — p’. O halde p — g 6nermesinin dogru
oldugunu kanitlamak yerine, ¢’ — p’ 6nermesinin dogru oldugunu kanitlamakta yeterli olur. Ciinkii bazen
q' — p’ kosullu 6nermesini kanitlamak daha kolay olabilir. ¢’ — p’ kosullu 6nermesine p — g kosullu
Onermesinin karsit tersi (ya da kontrapozitifi), bu yontem kullanilarak yapilan kanitlara da kontrapozitif ile
kanit ad1 verilir.
Cok basit bir 6rnekle bu durumu anlamaya caligalim.

Teorem 9.
Eger n? cift tam sayt ise, n de cift tam sayidir.

Kanit. Onermeyi dogrudan kanitlamaya calisalim. n? tam sayisinin ¢ift oldugu durumda n nin de ift
oldugunu géstermemiz gerek. Cift tam sayilarin tanimi geregi; eger n? cift tam say1 ise n?> = 2k olacak
sekilde bir k tam sayis1 mevcuttur. Hatta bu k tam sayis1 negatif olamaz. O halde elimizde n? = 2k gibi bir
esitlik var ve buradan n sayisinin durumunu incelememiz gerekiyor. Ancak bu esitlikten n hakkinda fikir

elde etmeye calisirsak her iki tarafin karekokiinii almak gerekir. Bu da bize \/n_ = m gibi bir esitlik verir
ve buradan »’nin cift ya da tek olmasina karar veremeyiz. Dolayisiyla 6nermeyi dogrudan kanitlamak biraz
zorlu goriiniiyor. Bunun yerine kosullu nermenin karsit tersini ele alalim: “n ¢ift tam say1 degilse, n? de
cift tam say1 degildir.” Bu 6nerme, teoremin ifadesinde verilen 6nermeye denktir. O halde bu 6nermeyi
kanitlayalim.

n cift tam say1 olmasin. O halde n tektir ve n = 2p + 1 olacak sekilde p tam sayis1 mevcuttur. Buradan
n>=02p+1)?=4p?>+4p+1=22p>+2p)+1=2m+ 1 olup n? tek tam sayidir. Dolayisiyla n? cift tam
say1 degildir. O

B Alstirmalar

1. Teorem 1’de verilen 6nermeyi tiimevarim kullanarak kanitlayiniz.
2. Asagidaki 6nermeleri kanitlayiniz.

(a) X veY iki kiime, f : X — Y bir fonksiyon ve A C X olsun. Bu durumda A C f~!(f(A)) olur.

(b) Ave Bikikiime olsun. Budurumda ANB = A olmast igin gerek ve yeter kosul A C B olmasidir.
Not: Burada "gerek ve yeter kosul” demek aslinda soldaki ve sagdaki énermelerin birbirine
denk olmasi demektir. Bakiniz Teorem 3.

(c) Ave P, nxn tipinde matrisler ve P tersinir olsun. Her k > 0 tam sayis1 icin (PAP~1)k = pA*p~1
olur.

(d) Her x € [0, /2] gercel saysi i¢in, sin x + cos x > 1 saglanir.

Yaziy1 kapatirken, belki de zaten dikkatinizi ¢cekmis olabilecek bir seyden bahsetmek istiyorum: []. Bu
kutucuk kanitlarin sonuna konulan bir imzadir. Kanitin bittigini ifade etmek icin kullanilir. Belki de bu
isaret sadece bir sonu degil, ayn1 zamanda bir zafer ilanini temsil ediyordur. Eski kitaplar1 ya da makaleleri
karistirirsaniz, kanitlarin sonunda genellikle Latince quod erat demonstrandum ifadesinin bas harflerinden
olusan Q.E.D. ifadesini goriirsiiniiz. Bu ifade, “kanitlanmasi gereken sey de buydu” anlamina gelir. Q.E.D.
yerine [ ] semboliiniin matematikte ilk kullanimi Paul Halmos’a atfedilir.
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20. yiizyilin ortalarinda Zermelo ve Fraenkel, matematigi tutarl bir temele oturtmak amaciyla ZFC
aksiyomatik sistemini ortaya atmisglardir. Aksiyomlarin ifade ettikleri kavramlar ilk bakista basit goriinse de,
bircok matematikg¢i bu aksiyomlar iizerine derinlemesine diisiinmiis ve bunlar tartismigtir. ZFC iizerine
farkli amaclara yonelik yeni aksiyom sistemleri 6nerilmis, kiimeler kuraminin sinirlar1 bu tartigsmalar
araciligiyla genislemistir. Bu tartismalarin merkezinde, ZFC’nin bir aksiyomu olan Temellendirme Aksi-
yomu da yer almaktadir. Temellendirme Aksiyomu, en yalin ifadeyle, bir kiimenin kendi icinde sonsuz
bir elemanlik déngiisii olusturmasini engelleyerek kiimelerin "iyi temellendirilmis” olmasini saglar. Bu
makalede, Temellendirme Aksiyomu’nun reddedilmesiyle ortaya ¢ikan iyi temellendirilmemis kiimeler
izerine baz1 temel okumalar sunulmakta, bu kiimelerin sahip oldugu ilging 6zellikler tartisilmakta ve
klasik kiime kuraminin 6tesine gecen yaklasimlara dair 6rnekler verilmektedir.

1. Temellendirme Aksiyomu

Bu yazida, kiime teorisi kitaplarindaki yerlesik notasyonlara sadik kalinarak, kiimeler kiiciik harflerle
(x,y, z gibi) ifade edilecektir. Ayrica, klasik ZFC cercevesine uygun olarak, kiimelerin elemanlarinin da
yine kiimeler oldugu varsayilacaktir.

Temellendirme Aksiyomu: Vx(x # @ — 3y € x (y n x = @)).

Yukaridaki ifade, Temellendirme Aksiyomu'nun dogrudan kendi ifadesidir. Daha anlagilir bicimde ifade
etmek istersek: "Bog kiimeden farkli her kiimenin, kendisiyle kesismeyen bir elemani1 vardir.” Bu aksiyomu
ilk gorduguimiizde akla su sorular gelebilir: Ayni anda y € x ve y N x = @ nasil miimkiin olabilir? ZFC
aksiyomatik sistemi celigkili mi? Eger dyleyse, diinya yok mu olacak?

Sakinlesip bir bardak su igtikten sonra bu kafa karisikliginin sebebini aciklayalim. Bunun nedeni alisik
oldugumuz notasyondan farkl bir notasyon kullaniyor olmamiz. y, x kiimesini bir elemani ve y de kendi
basina ayr1 bir kiimedir.

{1.{2,3}}

( {2?3}

{2,3} o2

ol

21



Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2025—1 lyi Temellendirilmemis Kiimeler

Teorem 1.
Herhangi bir x kiimesi icin x & x olur.

Kanit. Aksine, x € x olacak sekilde bir x kiimesi var olsun. Bu durumda {x} # @ olur. Temellendirme
Aksiyomundan 6tiirii x N {x} = @ olmali. Ancak, x N {x} # @. O

Temellendirme Aksiyomu’nun bir sonucu olan bu teorem, dogrudan Russell Paradoksu’yla iligkilidir. Bir
sonraki alt bagliklarda Russell Paradoksu’nu daha ayrintili olarak inceleyecegiz.

1.1. Russell Paradoksu

« R = {x ¢ x} kiimesini inceleyelim. R kiimesini, elemanlar1 kendi kendini icermeyen kiimeler olarak
ifade edebiliriz. Fakat,

RER=>R¢R
R¢R=>RER

20. ylizyilda Russell tarafindan ortaya atilan bu paradoksun temelinde, bir énermenin kendisine referans
vermesi yatiyordu. Bu nedenle, matematigin kendi icinde celiskisizligini saglamak amaciyla, kendi kendine
referans veren (dongiisel) yapilardan kacinilmasi gerekiyordu. Bu yaklasimin bir sonucu olarak, ZFC
kiimeler kuraminda yer alan Temellendirme Aksiyomu, bu tiir dongiisel kiimelere izin vermez (bkz.
Teorem 1)

Ancak 20. yiizyilin sonlarina dogru, 6zellikle mantiksal paradokslar ve bilgisayar bilimi gibi alanlarda
dongiisel yapilarla daha sik karsilasilmaya baslandi. Gergekten de dikkatli bir sekilde ele alinmadikla-
rinda bu tiir dongiisellikler celigkilere yol agabilir. Bununla birlikte, her dongiisel yap1 celigski dogurmaz.
Dolayisiyla, uygun bir kiime kurami icerisinde bu yapilarin temsil edilmesi gerekmektedir.

Temellendirme Aksiyomu olmadan kiimeler kuramini arastiran bircok kiime kuramcisi olmustur;
ancak bu calismalar, dénemin ana akim matematikgileri tarafindan pek ciddiye alinmamaistir. Bu vizyoner
isimler arasinda M. Boffa, M. Forti, L. Gordeev ve F. Honsell yer almaktadir. Bununla birlikte, yakin doneme
kadar bu alanda en sistemli yaklasimi Peter Aczel’in calismalari sunmustur. Bu yazinin temel kaynagi da
Peter Aczel'in Non-Well-Founded Sets kitabidir.

Iyi temellendirilmemis bir kiimeler kuraminin gerekliligini gostermek icin bir rnek inceleyelim.

Ornek 1.
Veri Dizgisi/Akis1 (Streams)

Veri dizgisi (stream) kavrami genellikle bilgisayar bilimlerinde karsimiza ¢ikar ve 6zellikle sonsuz veri
dizilerini tanimlamak i¢in kullanilir.

Bir dizgi (stream), sezgisel olarak, bir sonlu deger a (6rnegin bir say1, karakter, sembol vb.) ile bagka bir
s" dizgisinin olusturdugu sirali ¢ift {(a, s’) seklinde tanimlanir. Bu yapi, sonsuz veri dizilerini temsil etmekte
kullanilir.

Tanim 1. (Kurtowski)

x ve y kiimeler olmak tizere, (x, y) sirali ikilisi su sekilde tanimlanir:

(x,y) = {x, {x, 3}

Bir bilgisayar, bir veri dizgisini tanimlamak icin genellikle 6zyinelemeli (rekiirsif) fonksiyonlar kullanir.
Ornegin, f(n) = (n, f(n + 1)) bicimindeki bir tanim araciligiyla, n = 0 i¢gin (0, (1,(2, ...))) seklinde bir veri
dizgisi elde edilir.
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Tanim 2.

A bir atomlar kiimesi (sayilardan veya karakterlerden olusan sonlu degerler) olmak {izere, St(A) atom-
lardan olusan tiim akislarin kiimesi olarak tanimlanir; eger s € St(A) ise, 0 zaman s = (a, s’) olur,
buradaa € Ave s’ € St(A) olur.

Teorem 2.
Temellendirme Aksiyomunu varsayalim. Herhangi iki x ve y kiimeleri icin, x # (x,y)vey # (x,y) .

Kanit. Aksine, x = (x,y) = {x,{x,y}} veyay = (x,y) = {x,{x, y}} olsun. Bu durumda x € x veyay € y
olur. Bu da Temellendirme Aksiyomu ile celisir. O

Teorem 3.

Temellendirme Aksiyomunu varsayalim. R ve S herhangi iki baginti olmak iizere, eger bir a elemani R
bagintisi altinda S bagintisina tasiniyorsa (aRS), o zaman higbir b elemant yoktur ki b elemani S bagintist
altinda R’ye tasinsin. (bSR).

Kanit. Aksine, aRS ve bSR, yani (a, S) € Rve (b,R) € S olsun.
Se{a,SYeRe(b,R)ES.

Bu durum, Temellendirme Aksiyomu ile celisir. O

Sonug 1.

Temellendirme Aksiyomunu varsayalim. O zaman St(A) = @.

Bu durum, sezgisel kavrayisimiz ile matematiksel modelimiz arasinda oldukga ciddi bir uyumsuzluk
oldugunu gosterir. Sonug olarak, eger veri dizgiler gibi kendine referans veren sistemlerle calismak istiyorsak
Temellendirme Aksiyomu cok da isimize yaramiyor.

2. Kiimelerin Resmini Cizebilir misin, Abidin?

Burada cizmek istedigimiz kiimeler, ilkokuldaki gibi elmalar, armutlar iceren Venn diyagramlar1 degildir.
Ciinkii bu tiir cizimler, “elma” kiimesinin icindeki molekiilleri, onlarin icindeki atomlar1 ve atom alti
parcaciklari bize gosteremez. Elma 6rnegini bir kenara birakalim; ¢cok daha iyi bildigimiz bir kiimenin
resmini ¢cizmeyi deneyelim.

Dogal sayilarin insasindaki ana fikir, n dogal sayisini, n elemanli bir kiime olarak tanimlamaktir. Bu
fikri kullanirken, elimizdeki tek kiime olan bos kiimeye ardil islemi uygulayarak kiimedeki eleman sayisini
artiririz.

Tanim 3.
X bir kiime olmak {izere s(x) = x U {x}.

0=¢

1 =s(0)={0}uU0 = {#}
2=s5(1)={1}ul={@ {1
3=1s(2) ={2}u2={0,{0},{0,{0}}}
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Kiimelerin elemanlarini yonlendirilmis dogru parcalari (oklar) ile temsil ettigimizde ortaya ¢ikan yapi bir
aga¢ olusturur. Ornegin, 2 kiimesinden {1} ve 1 kiimelerine dogru gizilen oklar, 2 kiimesinin tam olarak {1}
ve 1 elemanlarina sahip oldugunu gosterir.

2.1. Temellendirme Karsiti Aksiyomu (TKA)
Karsit Temellendirme Aksiyomuna gegmeden dnce Aczel’in terminolojisindeki 6nemli tanimlar1 verelim.

« Yonlii bir ¢izgede,herhangi bir n, noktasindan baslayip cizgenin her noktasina bir yol varsa erisilebi-
lir (ing. accessible) olarak adlandirilir.

nO —_ nl —_ s —> n
« Bir cizge icin siisleme (ing. decoration), ¢cizgenin her noktasina bir kiimenin atanmasidir.

Bir erisilebilir cizge icin eger icinde sonsuz yollar veya dongiiler yoksa iyi temellendirilmis (ing. well-
founded) olarak adlandirilir. Mostowski'nin Cokertme Lemmasi (ing. Collapsing Lemma), her iyi temellen-
dirilmis cizgenin tek bir siislemeye sahip oldugunu belirtir.

Karsit Temellendirme Aksiyomu: Her isaretli erisilebilir ¢izge benzersiz bir kiimeyi temsil eder.

Aczel'in Temellendirme Karsitt Aksiyomu (TKA), her isaretli ve erisilebilir ¢cizgenin, iyi temellendirilmis
olsun ya da olmasin, tekil bir kiimenin resmini verdigini belirtir. Temellendirme Karsitt Aksiyomu’nun iki
sonucu vardir: varlik ve tekillik.

+ Her isaretli erisilebilir ¢izgenin bir siislemeye sahip oldugunu garanti eder (bu da iyi temellendirilmis
olanlar disinda kotii temellendirilmis kiimelerin de var olmasina yol acar)
 Hicbir isaretli ve erisilebilir ¢izgenin birden fazla siislemeye sahip olamayacagini belirtir.

ZFC’den Temellendirme Aksiyomu’'nu cikarip (ve bu sekilde ortaya cikan sisteme ZFC™ ile gosterilir)
TKA’y1 ekledigimizde Hiperkiime Teorisi (ing. Hyperset Theory) elde edilir.

Ornek 2.
iki iyi temellenmemis (non-well-founded) kiimeyi ele alalim:
a = {Zermelo,a}, b = {Zermelo, b}.
Peki, a ve b kiimeleri esit midir degil midir?
Iyi temellenmis kiime kuraminda, bu tiir bir sorunun cevabi kolayca, Esitlik Aksiyomu (ing. Axiom of

Extensionality) uygulanarak elde edilir: iki kiime, ancak ve ancak ayn1 elemanlara sahiplerse esittir.
Ancak mevcut durumda, bu aksiyom yalnizca su sonuca gotiiriir:

a = b ancak ve ancak a = b.
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Dolayisiyla, iyi temellenmemis kiimeler s6z konusu oldugunda Temellendirme Karsit1 Aksiyomundan
yararlanmakta fayda var.

Zermelo

Her iki kiime de ayn1 ¢izgeyi olusturur. Sonugc olarak, bu iki kiime (KTA) ayni tek kiimedir.

2.2. Peki Russell Paradoksuna Ne Oldu?
Temellendirme Karsit1 Aksiyomundan sonra su sorular aklimiza gelebilir:

Russell paradoksu ve kendini referans veren diger paradokslar ne olacak? Temellendirme
aksiyomu bizi bu tiir seylerden kurtarmak i¢cin alinmamig miydi1? Karsit Temellendirme Aksi-
yomunu kabul edersek bunlar geri gelmez mi?

Kendini iceren bir kiime 6rnegi denilince akla genellikle “tiim kiimelerin kiimesi” gibi Russell kiimeleri
gelir. Ancak daha basit 6rnekler de vardir. Ornegin:

x ={1,x}

seklinde kendini iceren daha basit kiimeler de bulunur. Kendini igeren kiimelere dair dogal 6rnekler
vardir ve bu drnekler tanidik hale geldik¢e yapay olmaktan c¢ikarlar. Bu boliimde, iyi-temellendirilmemis
kiimelerin tutarsiz olmadigini, aksine tutarh bir sekilde var olabileceklerini gosterecegiz.

Herhangi bir b kiimesi verildigini varsayalim, ister iyi-tanimlanmisg ister iyi-tanimlanmamais olsun.
Secim Aksiyomu, b icindeki istedigimiz alt kiimeleri segmemize izin verir.b kiimesi icin Russell kiimesini
asagidaki bicimde olusturabiliriz:

zp={x€b|x¢&ux}

Russell’in argiimanina tekrar dénecek olursak, z, € z, ve z, € z, arasinda bir celigki ortaya ciktigini
biliyoruz. Ancak iyi temellendirilmemis kiimeleri iceren teorilerde, z, € z, miimkiin oldugu i¢in bu
durumda bir celigki olusmaz. Ciinkii artik z,, € z, = z;, € z, olmasi gerektigine dair bir zorunluluk yoktur.

Asagidaki tabloda bazi iyi temellendirilmemis kiimeler icin z, kiimelerini bulalim.

b zp={x€b|x¢&x}
Q= {Q} 0
b ={1,b} {1}
b ={0,{1,b}} {0,{1,b}}

Son 6rnegin biraz kafa karistirict oldugunu kabul etmek gerekir. b = {0, {1, b}} kiimesi iyi temellendiril-
memistir; ancak buna ragmen, iyi temellendirilmis bir kiime gibi z;, = b sonucu ortaya ¢cikmistir. Bunun
sebebi, diger kiime 6rneklerinde dogrudan kendilerini icerirken (b = {1, b} gibi), b = {0, {1, b}} kiimesi
dolayli olarak kendisini igerir (elemanin elemani olarak). Hatta boyle kiimeleri incelemek icin asagidaki
gibi kiimeler insa edilebilir:
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Tanim 4.
X ve z birer kiime olsun. Bu durumda asagidaki kosullardan en az biri saglaniyorsa, z kiimesine x’in bir
bileseni (ing. constituent) denir ve bu iligski z €* x seklinde gosterilir.

o z, x kiimesinin bir elemanidir: z € x,

« z, x kiimesinin bir elemaninin elemanmdir: z € ¢, ve t, € X,

 z, x kiimesinin bir elemaninin, bir elemaninin, ..., bir elemaninin elemanidir; yaniz € t, € t; € --- €
t, € x olacak sekilde bir zincir mevcuttur ve bu zincir sonsuza kadar devam edebilir.

Bu tanim sayesinde, Russell kiimelerini agsagidaki sekilde revize ederek yeniden inceleyebiliriz.

wp,={x€eb|x¢& x}
v, ={x€*b|x¢&"x}

Buradan z;, hakkinda bazi ¢cikarimlarda bulunabiliriz.

Sonuc-1. b iyi temellendirilmemis bir kiime olmak {izere, z, & b.

Sonuc-2. b iyi temellendirilmemis bir kiime olmak {izere, hicbir kiime tiim alt kiimelerini eleman
olarak iceremez.

Sonugc-3. b iyi temelli bir kiilme olmak iizere z, = b.
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M/@temaﬁf 53yfe§iferi

Bilimsel yolculuklar ¢ogu zaman formiillerle, teoremlerle, arastirmalarla anlati-
lir. Ama bazen bir insan, bir mektup, bir jest, ya da bir tesadiif; o yolculugun en
dokunakli duraklarindan biri olur. Tiirkiye’nin 6nde gelen matematikgilerin-
den, Orta Dogu Teknik Universitesi Matematik Boliimii Ogretim Uyesi Prof. Dr.
Mahmut Kuzucuoglu ile gerceklestirdigimiz bu sdyleside, yalnizca matematik
degil; ayn1 zamanda bir vefa hikayesine, bilimsel dayanismalara, kiiltiirel etki-
lesimlere ve profestr olma yolculuguna da tanik oluyoruz. Kendisiyle gecmise
uzanan samimi bir sohbet gerceklestirdik. Okuyan herkese, kendi yolculugu

icin bir 151k tutmasini umuyoruz.

Selcan Senyurt/Talha Tin: Hocam, 6ncelikle matematikle nasil tanismanizdan bahsedelim. I¢inizde ilk
kivilcimi yakan neydi? Bir ispat mi, bir film mi, bir 6gretmen mi? Yani "Ben bu isi sevdim, matematikle
ugrasmaliyim” dediginiz an1 merak ediyoruz.

Mahmut Kuzucuoglu: Benim hikayem biraz eski. Tiirkiye’nin modern matematige gecis siirecinin ilk
0grencilerindenim diyebilirim. Denizli Lisesi'nde okurken bize modern matematik dersi veriliyordu. O
derste bize ders veren hocamiz Zeki Cetinkaya da o yil bir kursa gitmisti, nereye gitmis hatirlamiyorum
ama, oldukca hevesli ve gercekten matematik 6greten biriydi. Bence biraz ondan etkilendim. Biraz da
cevreden ve babamdan. Babamin matematigi de iyiydi. Acikcasi birazda cahillikten.

SS/TT: Cahillikten mi?

Evet. O zamanlar mesela endiistri mithendisligi ne demek, bilmiyordum. Makine falan biliyorduk ama
bilgisayar yoktu, Denizli'de hic yoktu zaten. Yani benim ¢evremde, 1976’1arda {iniversiteyi bitiren de pek
yoktu. Hi¢ yoktu diyemem belki bir kisi cikabilir falan diye. Bu ylizden secilecek konular hakkinda ¢ok
da fikir sahibi degildim. Kimyaya, fizige de fazla ilgim yoktu. Matematik herkesin bildigi, oturup kitapla
calisabilecegin bir seydi. Kendi basina yapilabiliyordu, bir defter, bir kitap yeterliydi. Bu yiizden matematigi
tercih ettim.

Ama esas olarak matematigi tanimam, ne oldugu hakkinda fikrim olmasi, dogru diiriist nerede yapilir
sonradan 6grendim. Hatta ODTU’de lineer cebir dersindeydik, ikinci simiftaydim. Her hocanin bir odasi
oldugunu bile bilmiyordum. Her teneffiiste hocaya soru sormaya caligtyorum. O zamanlar hocamiz, simdi
Dogus Universitesi'nde olan Prof. Ismail Giiloglu’ydu. Herhalde usandigindan bir giin dedi ki: "Benim
odam var, niye gelip orada sormuyorsun bu sorular1?” Sonradan 6grendim her hocanin bir odasi oldugunu.
Yani o kadar cahil geldik buraya.

SS/TT: Peki, sizi yonlendiren kimse oldu mu?

Burada ¢ok oldu. ODTU’ye gelince bircok yeni seyle karsilagtim. Bilmedigim seyler hakkinda fikir sahibi
olunca, degisik konularda dersler alinca tabii biraz da basarabildigi dersi seviyor insan. Ben biraz cebiri
sevdim. O zaman iyi hocalarimiz da vardi burada. Cebiri secmeye karar verdim ve 6yle devam etti. Hep bir
sonraki basamak... Master nedir bilmiyordum ODTU’ye geldigimde, dyle sdyleyeyim.
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SS/TT: Peki hocam, akademik hayatinizda sizi derinden etkileyen bir doniim noktasi oldu mu? Bu doniim
noktasi sizi nasil degistirdi?

ODTU’de bir siirii sey 6grendik ama iiniversite bitince yurt digina gitmem gerektigini 6grendim. O konuda
cok net bir karar verdim. Ciinkii burada aldigim egitim sirasinda, cocukca belki ama, gitmenin gerekli
oldugunu anladim okudugum kitaplardan, buradaki izlenimlerden, derslerden... Bir de biz, okulu bitirir
bitirmez asistan olduk. Alt katta oturuyorduk o zaman, orasi ikinci bir egitim yuvasi gibiydi. Hep benden
tecriibeli asistanlarla oturur, kalkar, konusurduk. O zamanlar yemeklere birlikte gidilirdi. Oralarda ¢ok sey
ogrendim. Onlardan biri de irfan Altag’ti, o da asistand1. Simdi Avustralya’da bilgisayar, niimerik analiz
konularinda profesor olarak caligiyor. Onunla birlikte Amerika’ya miiracaat ettik.

O zamanlar e-mail falan yok. Mektupla bagvuru yapiyoruz. Mektup da pahali. Iki asistan birlesip, bagvu-
rularimizi ayni zarfa koyardik. Hem daha ucuz olurdu hem de o kadar az paramiz vardi ki mecburduk.
Bir de bagvurularin ¢cogu kayit parasi isterdi. O zamanlar Tiirkiye’de cebinde dolar tasimak yasakti. Dolar1
gerekcesiz bulunduramazdin. Merkez Bankasi’'ndan gerekeeli olarak 20-30 dolar alabilirdin. Ben {iniversi-
teye mektup yazdim, halimizi anlattim. Anladilar ama affetmediler. Amerika’ya gittikten sonra yine de o
kayit parasini aldilar benden. :)

Tiirkiye'deyken Ingiltere’deki Manchester Universitesi'ne de doktora yapmak icin miiracaat etmistim. Burs
alabilmem i¢in de bana master tezini yaz gonder dediler. Ama o tarihe kadar tezim yetismedi. Amerika’daki
Toledo Universitesi'nden asistanlik alinca da onlara bir mektup génderdim:

"Kusura bakmayin, tezim zamaninda yetismedi. Tezim ektedir. Toledo Universitesi'ne gidiyorum, adresim
sudur.” dedim ve Amerika’ya gittim. Christmas zamaniydi. Bir mektup geldi Manchester’dan: "Tezinizi
gordiik. Hala gelmek ister misiniz? Bursunuz hazir." dediler. Hemen atladim tabii. Clinkii orada benim
calismak istedigim Prof. Dr. Brian Hartley vardi, diinya capinda bir profesérdii. Sonradan da tez hocam
oldu. Hemen kabul ettim.

Manchester Universitesi’nin kabulii eyliil ay1 i¢in gecerliydi. Toledo’da araliktan sonra da islemler devam
etti. Ben de Toledo’da yiiksek lisansa baslamistim, master yapryordum; ardindan doktora yapacaktim.
Orada ayrica sOyle bir program vardi: belirli dersleri alirsaniz, belirli sinavlara girerseniz, tezsiz bir yiiksek
lisans programi kapsaminda size bir diploma veririz deniyordu. Benim de koyliiliigiim tuttu. Bana “Sen
Amerika'da bir yil kaldin, ne yaptin?” diye soruldugunda, hic olmazsa “master yaptim” diyebileyim istedim.
Bu haberi duyduktan sonra, ikinci donemde sanirim, o programi tamamlama karari verdim. Biraz fazla
sayida ders aldim. O y1l sonunda da gerekli sinavlara girdim. Ve hemen ardindan Ingiltere’ye direkt gegis
yaptim.

Bu kadar uzun anlatmamin sebebi su: Tiirkiye’den Amerika’ya gitmek biiyiik bir kiiltiir soku yaratiyor.
Amerika'da adece kiiltiirel degil, matematiksel bir fark da var. Disiplin ¢ok baska. Haftalik 6dev veriyorlar,
topluyorlar, okuyorlar. Biz Tiirkiye’de 6dev vermeyi iyi biliyoruz, okumay1 az biliyoruz, geri vermeyi
hi¢ bilmiyoruz. Buradaki hocalara haksizlik olmasin, Amerika'da sistem oturmus, asistanlar sayesinde
bunun siirekliligi saglaniyor. Bizde bu yoktu. Ben de gencligimde bir iki heveslendim de sonra sonra enerji
kalmiyor.

Ingiltere’ye gectigimde ise bambaska bir atmosfer vardi. Amerika'daki gibi degildi fakat orada da baska bir
disiplin ve matematik kiiltiirli vardi. Bursu aldik ama karsiliginda beklenen talebin biiylikliigiinii de ilk
giinden gordiik. Kaydimi yaparken biri sdyle dedi: "Aldigin bursun kiymetini bil. Onu bekleyen binlerce
Ogrenci var bu iilkede.” Kimdi bilmiyorum ama uyanmama vesile oldu diyebilirim.

"Orada, arastirmanin kiymetini; tez hocamla her hafta yapilan goriismelere hazirliksiz gitmemenin gerek-
liligini; "Bu haftalik bdyle oluversin’ dememenin 6nemini 6grendim. Gergek bir disiplin vardi. O kiiltiirii
yasarken anlamiyorsun ama sonradan hayatinin bir parcasi oldugunu fark ediyorsun. Bir ¢cocuk ailesinden
nasil kiiltiir alirsa biz de oralarda dyle bir kiiltiir aldik.

28



Matematik Séylesileri Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2025—1

SS/TT: Kiiltiir soku yasadiginizi sdylediniz. Geng yasta denizasiri bir yere gitmek, yeni kiiltiirler tanimak,
bir de lizerine matematigin zorlugu... Biitiin bunlarin altindan nasil kalktiniz?

Acikgasi denize diismek gibiydi. Bogulmamaya calistik. Uzerinde diisiinecek pek firsat olmadi. Yapmamiz
gerekenleri yetistirmeye calistik, yaptik. Kolay degildi. Ama benim 6zelimde, matematigin doyuruculugu
bircok seyi hallediyordu. Ozlem duyuluyor elbette ama karalara baglayacak vakit olmuyor. Her hafta 6dev
veriyorlar, onlar1 okuyorlar, geri getiriyorlar. Neyin yanlig, neyin dogru oldugunu gosteriyorlar. Matematik
boliimiinde cok temiz insanlar vardi. Kiiltiirel olarak da iyi gordiim. Oda arkadasim Amerikaliydi mesela.
Evlendi, diigiiniine gittik, Amerikalilarin diigiinii nasil oluyormus gordiik. :)

Zaten Tiirkiye'de, mesela Denizli'den Ankara’ya gelince bile bir kiiltiir degisimi yasaniyor. Benim igin
Ingiltere’ye gitmek bu degisimlerin ortasinda daha dengeli bir yerdeydi. Orada akademik olarak ¢ok
glizel bir ortam vardi. Oralarda okurken de cagrildigim her yere gittim, ilgilenen herkesle konustum.
Dolayisiyla kafamda var olan soru isaretleri gitti ve diinyanin 6yle cok da biiyiik olmadigini gordiim.
Almam gereken kiiltiirii aldim ve yapmak istedigimi yapip istemediklerimi yapmadim. Yasarken ne olup
bittigini anlamiyorsun ama bir cocuk biiylirken ailesinden nasil kiiltiir aliyorsa biz de oralarda dyle bir
kiiltiir aldik.

SS/TT: Su anki 6grencilerle kendi 6grenciliginizi kiyasladiginizda ne sdylemek istersiniz?

Herkesin bulundugu dénem kendine zor. Simdiki 6grencilerin olanaklarinin daha fazla oldugunu diisii-
niiyorum. Bizim zamanimizda internet yoktu, bilgiye erisim bu kadar yaygin degildi. Simdi internette
cok bilgi var ama dogrusunu se¢gmek zor. Bizim zamanimizda bilgi yoktu, biz bilgiye actik. ODTU’niin
kiitliphanesi cok iyiydi. Biz iyi bir ham maddeydik; bizi bir sekle sokmaya calistilar.

Amerika cok disiplinliydi, bizi bir sekle soktular. Ingiltere kendi basina ayr bir kiiltiirdii. Matematik-
sel kiiltiirlin izlerini oradaki matematikcilerde hissediyordunuz. O izler seni ister istemez etkiliyor ve
Ogreniyorsun.

Simdiki 6grenciler de bence ¢ok ac. Ama biz 6grencilere yeterince erisemiyoruz. Bunun kasith bir nedeni
yok. Hocalarin da 6grencilerin de pek imkani yok birbirine ulagmak icin. Ben ancak se¢meli derslerde
25-30 kisilik simiflarda 6grencilerin tavirlarini, sinav kagitlarini okuyarak bir fikir sahibi olabiliyorum.
Ama 100 kisilik sinifta bu miimkiin olmuyor. Kimseyi suclamiyorum tabii, bu zaman da boyle iste. Bizim
zamanimizda siniflar daha kiigiiktii. Hocalar daha ¢ok ilgileniyordu. Ben 6zellikle matematigi sectikten
sonra cok kiiciik siniflarda ders aldim. Hocalar bizi tanirdi. Sordugumuz sorulardan, siniftaki oturus
kalkisimizdan... Emek veren ¢ok hocamiz oldu.

SS/TT: Peki hocam, gelecek kaygisi acisindan bakalim bir de. Matematik bir adanmaigslik istiyor. Gelecegi
cok da diistinmiiyorsun, matematikle ilgilenmek seni o an icin yeterince tatmin ediyor. Ama siz kendi
ogrenciliginizde “tiinelin sonunda bir 151k var” diyebiliyor muydunuz?

Bu zor bir soru. Kaygi her zaman vardi. Ozellikle saf matematikte bu daha yogun. Ciinkii uygulamal
matematikten endiistriye gegmek miimkiin ama saf matematikte tek hedef akademisyenlik. Asistan
olacaksin, sonra 0gretim iiyesi... Bizim zamanimizda bu rotay1 tamamlarsan Tiirkiye’de is bulma ihtimalin
vardi. Simdi bu olasilik daha diisiik. Sadece Tiirkiye’de degil, diinyada da Gyle.

Ben artik 6grencileri cebire veya grup teorisine yonlendirme konusunda eskisi kadar hevesli degilim. Niha-
yetinde a¢ karnina matematik olmuyor. Zengin olmak istemiyoruz ama en azindan karnimizi doyuracak bir
maas olmali. Bu da su anda uygulamali matematikte daha miimkiin. Kriptoloji olabilir, finansal matematik
olabilir.

Ben saf matematik¢iyim, tabii ki ayn1 zevk olur mu derseniz, olmaz derim. Ama hangi brans olursa olsun,
dogru diiriist matematik yapmak hala miimkiin. Yeter ki kolaya kagcmayin. Ali, Ayse kolay yoldan gidiyor
ben de oradan gidip “profesor” olayim demeyin. Matematige goniil iligkisiyle baglanirsaniz, hangi konuda
olursa olsun kaliteli matematik yapmak miimkiin.
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SS/TT: Tirkiye’ye donme kararinizda ne etkili oldu? Yurt disinda kalmayi hic diisiindiiniiz mii?

Hayir, kalmak istemedim. Bunun sebebini tam bilmiyorum. Belki kiiltiirel, belki ailevi. Baska bir iilkede
bir hedef ugruna kalabilirsin, ama o hedef bitince orada kalmanin anlami yok. Ben o hedefi Tiirkiye'de
gerceklestirmeyi tercih ettim.

SS/TT: Sizin icin basar1 ne demek hocam? Akademik basari ile kisisel tatmin arasinda nasil bir iligki var
sizce?

Akademik basar1 hissi zor bir sey. Kendi kendine "basardim” demekle olmaz. Bu basari, diinyada senin
konunda calisan insanlar arasinda nerede oldugunu sormadan gelmez. Yerel basar1 insan1 ancak kibirlen-
dirir.

SS/TT: Dinledigim bir roportajda Aziz Sancar da benzer bir sey sdyliiyordu. Istanbul Universitesi’ni
birincilikle bitirmis ama Amerika’ya gidince kendini, kendi tabiriyle, bir sey zannetmeye baslamis. Saygin
bir iiniversitenin tibbindan birincilik almasi onu {istiin hissettirmis. Sonra iistiinliik kurdugunu sandig1
iilkenin insanlarinin uzaya vizir vizir ara¢ gonderdigiyle yiizlesince anlamis kimle miicadele ettigini.
Sizin de dediginiz gibi.

Evet, ben de benzer bir seyi Ingiltere’de yasadim. Amerika’daki sistemden farkliydi. Amerika'da belli
dersleri alman lazim ama Ingiltere’de seminerler vardi. Hocalar ve 6grenciler birlikte katilirdi. Manchester
Universitesi’nde doktora 6grencileri olarak bir seminer baslatmistik, hocama danisarak kitap sectik. Tony
Springer’in Linear Algebraic Groups kitabini1 okuduk. Hocalardan katilmak isteyenler oldu ama biz, “sizin
yaninizda soru soramayiz, tartismaya cekiniriz” deyip kibarca yalniz kalmayi tercih ettik.

Sonra bir dénem Cambridge’den bir sayilar teorisi hocasi geldi. Yaninda 4-5 asistan getirmisti. Seminerde bir
anda seviye yiikseldi. Gercek bir miicadele bagladi. Daha bilgili insanlarla olmak seni gelistiriyor. Onlardan
cok sey 6grendim. Alt katta asistanlikta 6grendiklerim gibi. Daha bilgili ve tecriibeli, daha vizyonluydular.
Seviye yiikselten bir seydi.

SS/TT: Matematiksel olgunluk hakkinda ne diisiinliyorsunuz? Hayata bakisinizi nasil etkiledi?

Ben hayatimdan cok memnunum. Sanatcilarin dedigi gibi, yani matematikle bir daha karsilagsam yine
yaparim. Problem ¢dzme sanatini hayatin icinde kullanabilirsen mutlu olmak daha kolay. Ama matematik
zor bir is. Severek yapmazsan ¢ekilmez. Matematik bir yerde hayatinizin akis1 bagka bir yerdeyse cok zor.
Birlestiremeyenler cok mutsuz oluyor.

SS/TT: Peki hocam, yasin yaraticiliga etkisi hakkinda ne dersiniz? Derler ya, 25 yasa kadar yaraticiligin
zirvesidir diye, matematikte boyle midir hakikaten yoksa matematik olgunlukla mi olur?

Yaraticilik Tanr vergisi degil bence. Aklima 1irmak geliyor. Bir kaynaktan dogar ve yeni kollar eklendikce
biiyiiyerek ilerler. Yaraticilik da o nehrin ivmesi gibi artar. Biz de siirekli bir seyler eklemezsek, bilgi ve
beceriyi artirmazsak durgun bir su gibi kaliriz. Matematikgcilerin higbiri ilahi insanlar degil.

Ben, Ingiltere’nin en iyi matematikgilerinden biri olan Prof. Dr. Brian Hartley ile calistim, tez hocam
olur kendisi. italya'dan, Rusya'dan, Beyaz Rusya’dan, Almanya'dan, Ukrayna'dan ¢ok iyi matematikgilerle;
degisik insanlarla calistim ve onlar giinliik hayatlarinda da gozlemledim. Calistigim insanlar ¢ok mutluydu.
Ciinkii yukarida bahsettigim birlestirmeyi yapabilmislerdi. En giptayla baktigim matematikg¢ilerin hepsi
benden en az iki kat fazla calisiyordu. Ucuzdan yaratici olunmaz.

SS/TT: Sansa bagh mi peki? Yoksa her an hazir olmak mi1 lazim?

Hazir olacaksin. Firsat geldiginde degerlendireceksin. Mesela Amerika’da havuzlu evde kaliyordum. lyi
bir bursum vardi. Ama Ingiltere’den cevap gelince, bursum neredeyse yarisi kadar olmasina ragmen hig
diisiinmeden kabul ettim. Matematiksel olgunluk dogru tercihe yonlendirmelidir dedigim de buydu iste.
Dogru da yaptigimi diistiniiyorum.
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SS/TT: Hocam, peki hobileriniz var miyd1? Film, miizik, kitap?

Benim en sevdigim sey yiiriiylis yapmak. Ingilizlerden 6grendim. Hocam beni ailesiyle daga yiiriiyiise
cagirmisti. O zamanlar Tiirkiye'de yoktu dyle seyler. Dedim ben kdylii cocuguyum, biz daga bahceye ancak
tarlamiz falan varsa gideriz, ylirlimeye gitmeyiz. :)

Gel sen begenmezsen devam etmezsin dedi ve ben ilk giin ¢cok memnun kaldim. Biitiin sorularimi sorabil-
mistim. Dedim bdyle olacaksa ben hep gelirim. Sonra her hafta gittim. Yanima sorularimi yazdim: Sag
cebe en Onemliler, sol cebe orta 6nemliler, arka cebe siradakiler. Yolda hepsini sordum. Cok sey 6grendim
oralarda.

SS/TT: 20’li yaslariniza ne soylemek isterdiniz?

Ilkyar (ilkdgretim) 6grencilerine ODTU’de seminerler verirken sdyle baslardim: Resmini gordiigiiniiz kdy
evinde dogdum, simdi profesoriim. :)

Ama onemli olan ne istedigine karar vermek. Gercekten seviyor musun? Seviyorsan devam et. Goziiniin
yasina bakma. Miicadelenin gerektirdigi yarislara da girmekten kaginmamak lazim ama.

Prof. Dr. Mahmut Kuzucuoglu'nun 1958°de Denizli'nin Cal ilgesinin Ortakdy kasabasinda dogdugu ev

SS/TT: Hocam bir de matematikgiyle evli olmak nasil bir sey?
Cok giizel bir sey. Yabanci bir {ilkede ayni dili konusan iki kisi gibi oluyorsun.
SS/TT: Son olarak size ilham olan bir olaydan bahseder misiniz?

Ingiltere’nin Cardiff sehrindeki bir iiniversiteden ¢cok meshur bir matematikgi vardi, James Wiegold. Benim
web sayfamda da bahsettigim bir isim. Size kisaca 6zetleyeyim: Ben o zamanlar sizin yaslardayim, hatta
bir yas biiyiigiinlizdiim. Yiiksek lisans tezimi yaziyordum. Tez hocam bana bir makale gosterdi ve “Bunu
bul” dedi. Gittim baktim, makale Rusca. Yil 1982 civari. Tiirkiye’de o zamanlar Rusca bilen neredeyse yok.
Sovyetler dagilmamis. Ama hocam 1srar etti. Ben de {iniversite kiitiiphanesine gittim. O dénem internet
yok tabii. “Mathematical Reviews” diye bir kaynak vardi, oradan makalelerin ¢zetlerini bulabiliyorduk. Bu
Rusca makaleyi kimin okudugunu oradan tespit ettim. O kisiye bir mektup yazdim: “Bu makale Rusca.
Sizin okudugunuzu goriiyorum. Elinizde cevirinin kopyasi varsa bana génderebilir misiniz?”

O zamanlar mektup 15 gilinde gider, 15 giinde gelir. Bir ay sonra cevap geldi. Diyor ki: “Mahmut, kusura
bakma. Ben Rusca bildigim icin okudum gectim, yazili bir ¢eviri yapmamistim. Ama senin i¢in geviriyorum
simdi. Daktilo edemedim, el yazisiyla yolluyorum. Kusura bakma.” Ve gercekten, el yazisiyla makalenin
cevirisini gondermis.
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James Wiegold'un el yazis1 makale cevirisi

Yillar sonra beni Italya’ya, Ischia adasindaki bir konferansa davet ettiler. Konferansa gitmeden 15-20 giin
once dediler ki: “Su giin James Wiegold anisina ayrildi. O giin konusma yapmak ister misin?” Wiegold
ismi bana tanidik geldi ama ¢ikaramadim. Eski dosyalarimi karistirmaya basladim. Meger o, yillar 6nce
bana Rusca makaleyi cevirip gonderen kisiymis. Vefat etmis. O giin de onun anisina konusma yapmaislar.
Ne beni ¢agiranlar bunu biliyordu ne de ben. Tam bir tesadiif. Elimde hala onun el yazisiyla gonderdigi
mektup ve ceviriler duruyor. O belgeleri alip konferansta gdsterdim. Dedim ki: “Bugiin James Wiegold'un

giiniiymiis. Benim de onunla bdyle bir anim var.”

2012 yilinda Italya’nin Ischia adasinda yapilan konferanstan

Oradakiler ¢ok etkilendi. Meger kendisi zaten bdyle incelikli davraniglariyla da taninan biriymis. Bu olay1
hayatimin felsefesi haline getirdim. O beni hic tanimadig1 halde bunu yaptiysa, ben de bir bagkasina yardim

etmeyi gorev bilmeliyim.

Size ozellikle bu hikayeyi anlatmak istedim. Umarim ilham olur.

SS/TT: Evet hocam, cok tesekkiir ederiz. Gercekten biiylik bir zevkti bizim icin.
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Karmasik Sayilar ve Duzlem Geometrisi
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Bu yazida Kartezyen diizlem R?’deki herhangi bir (x, y) € R? noktasin1 karmasik diizlemdeki z : =
x + iy € C noktasina esleyerek ve karmasik sayilarin iizerindeki standart toplama ve ¢arpma islemlerinin
ozelliklerini kullanarak diizlem geometrisindeki birtakim sonuclari elde edecegiz. Bu sonuglar bir {icgenin
alanini kenar uzunluklari cinsinden veren Heron formiilii, kdseleri ayni1 ¢cember {izerindeki bulunan
bir dortgenin kenar uzunluklarinin saglamasi gereken sarti belirten Batlamyus Teoremi ve herhangi bir
dortgeninin kenarlar: iizerinde kurulan karelerin merkezleri karsilikl birlestirildiginde olusan dogru
parcalarinin uzunluklarinin esit oldugunu ve birbirlerine dik olduklarini sdyleyen Van Aubel Teoremidir.

1. Karmasik Sayilar

1.1. Karmasik Sayilarin Tanimi
Bu kisimda karmasik sayilarin tanimini yapacagiz. Karmasik sayilari olusturan temel fikir gercel say1 sistemi
R’ye i2 = —1 denklemini saglayan bir say1 ilave etmektir. Higbir gercel sayinin bu denklemi saglayamayacag
asikardir, zira x € R ise x? > 0 oldugundan x> + 1 > 1 > 0 olur. Yani x € R oldugunda hicbir zaman
x? + 1 = 0 olamaz. Gergel sayilar kiimesine dahil olmayan bu “farazi” i sayisina sanal (imajiner) say1
denir.

Gergel sayilar kiimesi R’ye i2 = —1 denklemini saglayan sanal bir i sayisi eklersek

n
R[i] :={)] ai* : qp €R,i® =1}
=0

halkasini elde ederiz. Bir p(x) = ZZ=0 a,x* polinomunun derecesi deg(p) > 2 ise bolme algoritmasi
uygulayarak
8 p(x) = (x? + 1)g(x) + r(x)

elde edilir ki burada g bir polinom ve r derecesi en fazla 1 olan bir polinomdur, yani a,b € R olmak {izere,
r(x) = bx + a seklindedir. Bu durumda

p() = Y ayif = (2 + D)g() + (D) = r()) = a+ ib
k=0

saglanir. O halde "
R[] :={) ai* : g €R,i®=1}={a+ib: a,b € R}
k=0
dir. Bu say1 sistemine
Y C:=R[i]={x+iy : x,y e R}

karmasik sayilar sistemi denir.

Bir z € C karmasik sayisinin, a, b € R olmak {izere, z = a + ib seklinde tek bir gosterimi vardir, yani
aj,by,a,,b, € Rikenz = a; +ib; = a, +ib, ise a; = a, ve by = b, saglanirkibudaa,b € R,a+ib =0=>
a = b = 0 olmasina denktir: Varsayalim ki a + ib = 0 fakat a # 0 veya b # 0 olsun, genelligi kaybetmeden
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b # 0 varsayabiliriz, o halde ib = —a =i = —% > Z—z =-1= (%)z,yani birr = % € Ricin r? = —1 olur ki
bu da bir celigki dogurur. O halde a + ib = O ise a = b = 0 olmalidir.

Karmasik sayilar kiimesinde iki tane x; + iy, x, + iy, sayilar1 aldigimizda onlarin toplamini asagidaki

ibi yapariz: , ; .
& (xp +iy1) + (X +iyy) = (x1 + X3) + i(yy + ¥2)

Ornek 1.
zy=1+3ivez, =4—2iise

z1+2,=14+4)+iB3+(-2)=5+1

olur.

Carpmay1 da en dogal sekliyle asagidaki gibi yapabiliriz:

(1 + iy +1y2) = X1X + Dx1Y5 + 91X + 291y, = (XX — y12) + i06y2 + X))

Ornek 2.
zy=2+3ivez, =3+4iise

212, =(23-34)+i(24+3.3)=—-6+17i

olur.

Bu iglemlerle (C, +, -) kiimesi bir cisim olusturur: Yani (C, +) degismeli bir gruptur, ayni sekilde (C — {0}, -)
de degismeli bir gruptur ve toplama islemi ¢arpma iglemi {izerinden dagilma 6zelligine sahiptir:

zo(z1 + 22) = (21 + 22)Z¢ = 2021 + 2922 V2o, 21,2, €C
denklemi saglanir.

Bir z = x + iy karmasik saysi icin x’e z'nin gercel kismi(ing. real part), y’ye de sanal kismi(ing.
imaginary part) denir ve
ginary part x=R@) y=5@)

seklinde gosterilir. Tki karmasik say esittir ancak ve ancak gercel ve sanal kisimlar birbirine esittir. Bir
z = x +iy karmagik sayis1 verildiginde Z = x — iy karmagik sayisina z’'nin karmagik eslenigi(ing. complex
conjugate) denir. Karmasik eslenik almanin toplama {izerinde dagildig: asikardir:

Z1+2,=21+2,

Karmasik eslenik alma carpma tizerinde de dagilir:

(2122) = (X1X3 — y1¥2) + (X1 + Xo01) = (X1X — Y1) — i(X1Y2 + X2)1)
= (X1X3 = y12) + i(x1(=y2) + x2(=y1)) = (X1 — iy1)(x; — iy2) = 712,

Bir karmasik say1 gercgeldir ancak ve ancak karmagik eslenigi kendisine esittir. Daha genel olarak bir
karmagik sayinin gercel ve sanal kisimlarinin kendisi ve eslenigi cinsinden ifadesi asagidaki gibidir:

z+Z ANA

e
;. S@=—;

Karmasik eslenik iki karmagik sayiy1 birbirine bélmek istedigimizde cok isimize yarar, ¢linkli z = x + iy
icin

R(z) = . D

zZ=(x+iy)(x—iy) =x*+y*€R (2)
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oldugundan z; = x; + iy, z, = X, + iy, verildiginde eger z, # 0 ise

o_x + 1y, _ (X1 + iy1)(xy — iy,) _ (X1x2 + y1y2) + (X201 — X1¥2)
Zy  Xp+iyy (X +iy)(xp —iy,) x§ + y;

gerceklesir.

Ornek 3.

zy=3+4+4ivez, =2+1iise z (3.2+4,1)+i(4.2—3.1)_

2+
Z 22 412

olur.

Karmasik sayilar kiimesi C’yi Kartezyen diizlem R? olarak gérmek ¢ogu zaman biiyiik avantaj saglar. Bu

asagidaki eglestirmeyle saglanir:
398 Fes ylesdg x+iy € C « (x,y) € R?

Bu eslestirmeyle R? Kartezyen diizlemindeki y ekseni sanal eksene doniisiir. Karmasik sayilar kiimesi

C’nin bu eslestirme kullanilarak yapilan geometrik gosterimine karmasik diizlem(ing. complex plane)

denir.

iR
T iz=9c+iy
)
O|N-6 x R
—zy ..................... :E:.’L'_Z'y

1.2. Mutlak Deger

Karmagik sayilar kiimesi C’yi R? Kartezyen diizlemi ile 6zdeslestirdikten sonra R?’ye konulan norm C’nin
tizerine de dogal olarak konulabilir:

z =x+ iy € C olsun,
1z] =l (x,¥) ll= Vx2 + y?

seklinde tanimlanan |z| niceligine z’nin mutlak degeri(ing. absolute value) denir. Mutlak degerin en
onemli 6zelligi pozitif bir nicelik olmasidir. Yani |z| > 0 esitsizligi biitiin z € C icin saglanir. Ayrica |z| = 0
dir ancak ve ancak z = 0 dir. Bir 6nceki kisitmdaki (2) no’lu denklemden |z| ile z’nin karmasik eslenigi
arasindaki agagidaki miinasebet aninda farkedilir:

|z|2 =z.z
Bu denklemden ve (2) numarali denklemden | - | niceliginin de carpma {izerinden dagildigini rahatlikla
gorebiliriz:

2 — _ _ 2 2
12122|" = (2122)2125 = (2122)212, = 21212525 = 21| | 23] 3)

Ayrica -
12| = |=|

oldugunu gérmek zor degildir.
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Ornek 4.
zy =3+4ivez, =2+ iise

lzo] = 3+4i| =V32+ 42 =+o+16=125=5

v Iz, = 2+i|=V22+12=Va+1=4/5

dir.

Bu |-| niceligine mutlak deger denilmesi tesadiif degildir zira R’deki mutlak degerin bir nevi genisle-
mesidir: Eger z = x + iy’de y = 0 alinirsa |z| = V x2 = |x| olur. Gergel sayilar R’deki mutlak deger licgen

esitsizligi dedigimiz asagidaki esitsizligi saglar:
|x+yl < Ix[+|y] Vx,y €R

Ayni esitsizligin dogru olmasini karmasik sayilarda da bekleyebiliriz:

Teorem 1. (Ucgen Esitsizligi)
|21 + 22| < |z1| +|22] Vz1,2,€C

Kanut. 2 _ - 2 - _ 2
121 + 25" = (21 + 22)(21 + 23) = |z1]" + 2122 + 2221 + | 23]
Bir 6nceki kisimdaki (1) no’lu denklemden (z = z,Z, alinarak)

lez + Z221 = 29{(Z122)

ve her z € Cigin
| R(@) IS VR@) +(3(2)? = |2]

oldugundan ve (3) no’lu denklemden

2 2 2 _

|Z1 + z5|" = |z1]” + |22 + 2R(2,2,) <
2 2 _

|Z1]" + 22| + 2|(212,)| =

2 2
1z1|” + |22|” + 2|21] | 22| = (|12z1] + |22])?

elde edilir ki bu da {icgen esitsizligini kanitlar.

|Z;+22|S‘Zz|+‘z2‘

-R
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1.3. Kutupsal Gésterim

Karmasik sayilar kiimesi C’yi Kartezyen diizlem R? ile 6zdeslestirdikten sonra R? iizerindeki kutupsal
koordinatlar1 C iizerine de koyabiliriz. Ilk 6nce kutupsal koordinatlar1 hatirlayalim: (x, y) € R? icin

x=rcosf, y=rsinb

olarak yazdigimizda r = 4/x2 + y2, (x, y)’'nin orjine olan uzakligini ve 6 ise x-ekseni ile yaptig1 agiy1 verir.
Eger z = x + iy icin yukaridaki denklemden x ve y’yi yerine koyacak olursak

z=x+iy=rcosO+irsind =r(cos6 +isinH)
elde edilir. r = 4/x2 + y2 = |z| oldugu hatirlanirsa
z = |z|(cosB + isin0O)

olur.

) o z=x+t1y
1Y = 1rSInG | ,

0 Z = rcosd

Bir karmasik sayinin bu sekilde yazilmasina onun kutupsal gosterimi(ing. polar representation) denir.
Kutupsal gosterimdeki cos 6 + i sin 6 karmasik sayisina z’nin kutupsal kismi denir, 6 niceligine ise z’nin
argiimani(Ing. argument) denir, 6 = arg z seklinde gosterilir. Burada birkag¢ karmasik sayinin kutupsal
gosterimlerini 6rnek olarak vermekte fayda vardir:

Ornek 5.
En basit karmagik say1 z = 1 ile baslayalim:

z =1 = 1(cos(0) + i sin(0))

oldugundan 1’in kutupsal gosterimi
5 psatg 1 = cos(0) + i sin(0)

seklindedir. Sonraki dogal 6rnegimiz z = i imajiner sayisidir:
. T, T
z=1i= 1(cos(2) + lS11’1(2))

oldugundan i’in kutupsal gosterimi T g
i= COS(E) + isin(E)

seklindedir. Bir bagka ornek de z = 1 + i sayisidir. Onun da kutupsal gosterimi
1+i= \/E(cos(%) + isin(%))

seklindedir.

38



Karmasik Sayilar ve Diizlem Geometrisi Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2025—1

Bir z karmasik sayisinin kutupsal kismi olan cos 6 + i sin 6 karmasik sayisini bir sonraki béliimde daha
ayrintili inceleyecegiz. Bu z = cos 6 +i sin 6 karmagik sayisinin mutlak degerinin 1 oldugu aciktir. Kutupsal
koordinatlari kullanarak tersini de soyleyebiliriz: Mutlak degeri 1 olan her z karmasik sayisi cos 6 + isin 6
seklinde yazilabilir.

1.4. Euler Formili

Bu kisimda cos 6 + i sin 6 sayisini inceleyecegiz. Trigonometrik fonksiyonlar cos 8 ve sin 6’y1 Analiz dersle-
rinden hatirlayalim: Her iki fonksiyon da sonsuz kere tiirevlenebilir ve her yerde mutlak yakinsayan Taylor
serisine sahiptir. Taylor seri acilimlar1 asagidaki gibidir.

_ k
cosf = Z( 1) —— (2k)'

k 92k+1

sind = Z( @k +1)!

Yukaridaki Taylor serileri mutlak yakinsadigi icin toplam siralarini degistirebiliriz. Serileri cos @ + i sin 8

ifadesine koyarsak
o ( v 2k ) ( ( )k 62k+1 )
0+ 0= E - E
cos isin (-1 20! kT D)

elde edilir. Terimleri 6'nin kuvvetlerine gore yeniden siralarsak

2 @2k+1 ) 92 93 64
(Z( 1)k(2k),)+l(2(— )k(2k ))=1+16— TR TR
o (i6)F
= kzz;) o

elde edilir.
Ustel fonksiyon e*’i hatirlayalim: Ustel fonksiyonun da Taylor serisi mutlak yakinsaktir ve Taylor seri
acilimi asagidaki gibidir:

O halde yukaridaki son ii¢ denklemi birlestirirsek asagidaki Euler' Formiiliinii elde ederiz:
e = cosf +isin6
Euler Formiiliinii bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii olarak elde etmek de miimkiindiir:
z(6) = cos(6) + isin(B)
fonksiyonunun tiirevi

z/(0) = —sin(B) + i cos(8) = i(cos(0) + i sin(B)) = iz(6)

VErir. Yani Z’(@) _ lZ(@) -0

diferansiyel denklemi saglanir. Bir ‘c’ sabiti i¢in

Z'(6) —cz(6) =0

Leonard Euler(1707-1783):Matematiksel Analiz ve Mekanik sahalarina énemli ve derin katkilari ile bilinen biiyiik Isvigreli
matematikci
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diferansiyel denklemini ¢zerken esitligin her iki tarafini ‘e=°°” ile carpip denklemi
e=0(z'(8) — cz(8)) = (e~Cz(8)) =0
haline getirdigimiz gibi burada da ¢ = i alip
e 02/ (8) —iz(8)) = (e79z(8)) =0
—if

elde ederiz. Bu durumda e~ z(8) fonksiyonunun tiirevi 0 oldugundan sabit fonksiyon olmalidir ki bu da

e 92(8) = C = z(8) = Ce®®
verir. Buradaki C sabiti 6 = 0 degeri konularak bulunabilir:
2(0) = cos(0) + isin(0) =1 =Ce® =C

Yani C = 1 olmalidir. Buradan d .
ani olmalidir. Buradan da 2(6) = cos(@) + i sin(0) = ¢

elde edilir.

Euler Formiiliinde 6 = 27 alinirsa i
et =1

elde edilir. Bu denklemden 0 amicomi . ami—omi i
e =e =e e =1l=e

elde edilir. Son iki denklemi otelersek, yani defalarca kendi kendine uygularsak
™M =1 VneZ (5)
elde ederiz. Kutupsal gosterimdeki cos 8 + i sin 8 yerine Euler Formiiliinden e?® konulursa
z = |z|e®

elde ederiz. Yukaridaki (5) no’lu denklemden dolay1 argz = 6 + 27n, n € Z alinabilir, yani argiiman
cok degerli bir nicelik olur ki bu da onun iyi tanimli olmasini engeller. Bu tuhaf durum genelde argiiman
icin uzunlugu 27 olan bir aralik belirlemek yoluyla diizeltilir. Genelde —7 < argz < 7 olarak belirlenen
arglimana Asli Argiiman(ing. principal argument) denir ve 6 = Arg(z) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 6.
z = i karmagik sayisinin mutlak degeri |i| = 1 ve asli arglimam Arg(i) = % dir. Ayni sekilde z = —i

karmagik sayisinin da mutlak degeri |—i| = 1 ve asli argiiman1 Arg(—i) = _7” dir.

Iki karmasik say1 z;, z, € C’nin argiimanlari esittir ancak ve ancak bir n € Z icin arg z; —argz, = 27n
dir. Tki karmagik say1 z;, z, € C alahm:
6, i0,

z; =|z;|e Z; = |z;|e

oldugundan

i(0:4+6;) — i(6,46,)

z1Z, = |z1| |z2| e |12, | e

olur. O halde
arg(z,z,) = arg(z,) + arg(z,)

olur. Yani iki karmasik sayiy1 carpmak geometrik olarak mutlak degerlerini carpip, arglimanlarini toplamak

demektir. Dikkat ediniz ki “arg” fonksiyonu da tipki R’deki logaritma fonksiyonu gibi carpimlari toplam-

lara doniistiiriir. Ayni sekilde iki karmagik say1 z; ve z,’nin(z, # 0 olmak {izere) oranlarinin argiimani

argiimanlarinin farkidir:

Arg(%) = Arg(z,) - Arg(z,)
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saglanir. Euler formiiliiniin bir sonucu da “De Moivre"(d6 muavr) formiilii olarak bilinen asagidaki formiil-

diir: . ino .
(cosO@ +isin0)" = e = cos(nd) +isin(nd) VneN

2. Karmasik Dizlemde Geometri

2.1. Capraz Oran

Ayni dogru iizerinde bulunmayan ii¢ noktadan bir cember gectigini biliyoruz. Bu durumda verilen ve ayni

dogru iizerinde olmayan z,, z, ve zz € C noktalarini alalim. Burada z;, z, ve z; € C noktalarinin ayni

dogru iizerinde bulunmamasi kosulunun z; — z;’in z, — z;’in gercel kati olmamasi sartina yani EAgR
Zy—2Z1

sartina denk oldugunu gérmek okur i¢in zor olmamalidir. Bu sart ise

<22—21) * Z— 2
Ai=(23—21)(2, —21) — (23— Z1)(2, —21) # 0

olmasina denktir. Bu z;, z, ve z; € C noktalarindan gecen ¢ember iizerinde bir z € C noktasi alalim.
Cember geometrisinden bildigimiz lizere zz, dogrusu ile z;z, dogrusu arasindaki a¢1 zz; dogrusu ile z;z3
arasindaki aciya esit olmalidir. Burada zz, dogrusu ile z; z, dogrusu arasindaki aci

=

2y — 2
A —_—
rg(zz__zl)
dir. Ayni sekilde zz; dogrusu ile z;z; dogrusu arasindaki ac1
Z3—Z
A —_
rg(z3__zl)
dir. O halde bu iki sayinin asli argiimanlarinin esit olmasi icin oranlarinin gercel olmasi gerekir, yani

Z— 2z,

Z—Z3
)i ( JER
21— 2y 21— 23

olmalidir. Yani z,z;, z, ve z; € C ayn1 cember {izerindedir ancak ve ancak

. Z—Zz . Zl_ZZ
O(z,zl,ZZ,Zs)-=(Z Z)-(Z Z)GR
—Z3 123
saglanir. Burada o Zy—zy 7 — 7,
0(2¢, 21, 22, 23) -=(Z ~ ) : (z 2
0— 23 1~ 23

oranina z,z;,2, ve z; € C'nin ¢apraz orani (Ing.“cross ratio”) denir. Bu durumda z,z;,z, ve z; € C ayni
cember iizerindedir ancak ve ancak O(z, z;, z,,23) € R &

O(Zy Z]; ZZ: Z3) = O(Z’ Zly Z29 Z3)

Z—2Z), . ,Z1— 2 Z—2y,  ,Z1— 2
) ( )=( ) ( )
Z— 23 Z, — 23 Z— 23 Z, — 23
< (Z—Zz)(2—23)_(2—22 Z—Z3)
Z1— 2, 21— 23" 21— Z, Z; — Z3
olur.

2.2. Batlamyus Teoremi
Verilen herhangi z,, z,, z3, z, € C karmasik sayilari icin

(21 = 22)(23 — 24) + (23 — 2,)(24 — 21) = ZaZ3 — 2124 — 223 + ZaZq + 2324 — ZyZ5 — ZoZ5 + Z2pZ)
=212y — 2124 + 2324 — 2523 = 21(2p — Z4) — 23(22 — 24) = (21 — 23)(2, — 24)
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0zdesliginin gecerli oldugunu gormek zor degildir.
Bu
(21 — 22)(23 — 24) + (23 — 22)(24 — 21) = (21 — 23)(22 — 24)
0zdesligini licgen esitsizligi ile birlestirirsek her zy, z,, z3, z, € C icin saglanan

|2y — 23] |23 — 24| + |23 — 22| |24 — 21| 2 |21 — 23] |22 — 24]

esitsizligini elde ederiz. Bunun geometrik anlami z;, z,, z3, z, € C karmagik sayilarini sirastyla A(x;, y;),
B(x3,y,), C(x3,y3), D(x4,y4) € R? noktalari ile 6zdeslestirirsek

|AB| |CD| + |BC| |AD| > |AC| |BD|
seklinde elde edilen “Batlamyus? esitsizligi” dir. Bu esitsizligin esitlik hali, A, B, C ve D noktalar1 ayni

cember iizerinde ise saglanir ki buna da “Batlamyus Teoremi” denir:

Teorem 2. (Batlamyus Teoremi)

Birbirlerinden farkli z,, z,, z5, z4 € C karmasik sayilari verilsin 6yle ki z,, z3, z, € C sayulart ayni dogru
iizerinde bulunmasin. O hdlde z,, z,, z3, z4 € C karmasik sayilar ayni cember iizerindedir ancak ve ancak

|Z1 — 25| |25 — 24| + |23 — 22| |24 — 21| = |21 — 23| |22 — 24|
saglanir.
Kanit. Yukaridaki
(Z1 = 22)(23 — 24) + (23 — 22)(24 — 21) = (21 — 23)(25 — 24)
0zdesligi ile baslayalim. Bu 6zdeslikte her iki tarafi (z; — z,)(z4 — z;) ile bolersek

(21 — 22)(23 — 24) _ (21 — 23)(22 — 24)
(z3 — 25)(z4 — 21) (z3 — 25)(24 — 21)

elde edilir. Bu denklem ise
—0(21,23,23,24) + 1 = 0(24, 25, 23, 24)
denklemine denktir ki burada

Zy — 23 Z1 — 2y

) < (

0(z4,25,23,24) .=
(15 2943 4) (22_23 ZZ—Z4

Z1, Z5, 23, 24 € C karmagik sayilarinin carpraz oranini gostermektedir. Bu durumda z,, zs, z, ayni dogru
tizerinde olmadigindan, z;, z,, z3, z4 € C ayni cember {lizerindedir ancak ve ancak O(z, z,, z3,24) € R
ve O(zy, 23, 2, z4) € R. Burada Arg(O(zy, z,, z3, z4)) = 0 oldugundan O(z,, z,, z3, z4) > 0 yani pozitif bir
gercel sayidir. O halde Arg(O(z;, z3, 25, 24)) = 7 olur ki bu da O(z,, z3, 25, 2z4) < 0 ve —0O(zy, 23, 25,24) > 0
olmasi demektir. Yani eger z;, z,, z3 ve z, ayni cember iizerinde iseler

| —O(ZI,Z3,Zz,Z4) +1 |=| _O(Zl,Z3,Z2,Z4) | +1 =| 0(21’22,23524) |

saglanir ki bu da
° ! |21 — 25| |23 — 24| + |23 — 23| |24 — 21| = |21 — 23] |22 — 24]

olmasina denktir. Tersine olarak eger
|Z1 — 25| |23 — 24| + |23 — 22| |24 — 21| = |21 — 23] |22 — 24]

saglanirsa B B
| _O(Zl,z3,zz,z4) +1 |_| _O(Z17Z3’Z2’Z4) | +1 _l 0(21’22’23524) |

gerceklenir ki buradan da {icgen esitsizliginin tersi kulanilarak (yani eger |z, + z,| = |z;| +|z;] ise A ert
22

2Batlamyus ya da Ptolemy(MS100-170): Kiiresel geometrinin temellerini ortaya koydugu “Almagest” adli eseriyle {inlii Iskenderiyeli
matematikci
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oldugundan) —0(z, zs, 25, z,) € R* elde edilir. Bu ise z;,2,,2; ve z, noktalarinin ayni cember tizerinde
olmasi demektir. Yani z,, z,, z3, z, € C ayn1 cember {izerindedir ancak ve ancak

|—0(21, 23, 23, 24)| + 1 = |O(21, 23, 23, Z4))|
saglanir ve bu da ancak ve ancak
1Z1 — 25| |23 — 24| + |23 — 22| |24 — 21| = |21 — 23| |22 — 24

esitligi saglanirsa gerceklenir. O

2.3. Heron Formiili

A

Sekildeki ABC ii¢genine bakalim. Heron® formiilii ABC ii¢geninin alanini kenar uzunluklari cinsinden
asagidaki gibi verir:

A(ABC) =/s(s — a)(s — b)(s — ¢)

a+b+c ;.
di

ki burada a = |BC|,b = |AC|,c = |AB|ves =
I¢ yarigap r ve yarigevre s cinsinden ABC {i¢geninin alanini veren daha kolay bir formiil asagidaki gibi
elde edilir:

A(ABC) = A(BOC) + A(AOC) + A(AOB) = % + % + % - r(%b“

Bu kisimda karmasik sayilar1 kullanarak, dahiyane bir fikir vasitasiyla r’yi a, b, c¢ ve s cinsinden bulacagiz:

Karmagik sayilar diizlemimizi merkezi A noktasinda ve pozitif gercel ekseni AC dogrusu olacak sekilde
yerlestirdigimizi tahayyiil edelim: O halde AO vektorii bir u karmasik sayisi olarak goriiliip,

)=1rs

AO = u = |AH,| + ir = |u] e

eklindedir. Ayni sekilde — .
: LS BO = v = |BH,| +ir = |v] €%

ve — . i0
CO =w = |CH;3| +ir = |w|e™

elde edilir.
Simdi bu u,v ve w karmagik sayilarini carptigimizda, 8, + 6, + 65 = % oldugundan dolay1
uvw = ([AH,| + ir)(|BH,| + ir)(|CHs| + ir) = |u] |v] |w| e'®1+02+63)
= |ul v lw|e'Z =i u] |v] [w]

elde edilir.

Asagidaki denklemlerden
|AH,| + |CH3| =b

3Heron(MS10-70): Geometri ve Mekanige katkilariyla bilinen Iskenderiyeli matematikgi
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|BH2| + |CH3| =a
|AH1| + |BH2| =C

|AH,| + |BH,| + |CH3| = s ve |AH,| = s — a, |[BH,| = s — b ve |CH3| = s — c elde edilir.
O halde
Ruwvw) =R(s—a)+ir)((s=b)+ir)((s—c)+ir)) =0
dir. Bu ii¢ karmasik say1 u,v ve w’nun ¢arpimina bakalim:

(s=—a)+ir)((s—=Db) +ir)((s—c) +ir)
=[((s=a)(s=b)=r>)+i(r(s—a)+r(s=b)]((s —c) +ir)
=[((s —a)(s —b) —r*)(s —c) — r(r(s — b) + r(s — a))]
+i[(r(s=b)+r(s—a))(s—c)+r((s —a)(s = b) — r?)]
O hailde buradan
Ruvw)=(s—a)(s=b)(s—c)—r*’(s—a+s—b+s—c)=0
elde edilir. Buradas—a+s—b+s—c=3s—(a+ b +c) =35 — 2s = s oldugundan

(s—a)(s—b)(s—c)

S

(s—a)s=b)(s—c)—r’s=0=>r>=

elde edilir. Bu da Heron formiiliinii verir:

A(ABC) =rs = \/(S —a)s ; b)Gs — C)s =s(s —a)(s —b)(s —c)

2.4. Van Aubel Teoremi

Belcikali matematik¢i Henri Van Aubel* 1878 yilinda, diizlemde verilen herhangi bir dértgenin kenarlari
iizerine kurulan karelerin merkezlerini karsilikli olarak birlestiren dogru parcalarinin esit uzunlukta
oldugunu ve bu dogrularin birbirlerine dik olduklarini ispatladi. Bu kisimda bu teoremin karmasik sayilarla
yapilan bir ispatini gorecegiz: Yukaridaki sekildeki ABCD dortgenini karmasik diizlemimize A noktasi
orjin 0 noktasina gelecek sekilde yerlestirelim. Burada B noktasi 2a € C karmasik sayisi, C noktasinin B
noktasindan farki 2b € C karmasik sayisi, D noktasinin C noktasindan farki 2c € C karmasik sayis1 ve A
noktasinin D noktasindan farki 2d € C karmasik sayisi olsun. Bu durumda

2a+2b+2c+2d=0=>a+b+c+d=0

saglanir.

“Henricus Hubertus (Henri) Van Aubel (1830-1906): Sentetik Diizlem Geometrisiyle ilgili ilging teoremleri ile bilinen Belgikali
matematikci
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Bu teoremi ispatlarken diizlemde iki dogru parcasinin ayni uzunlukta ve birbirine dik olmasinin
karmasik sayilar cinsinden karakterizasyonunu kullaniyoruz: Bir AB dogru pargasi, eger A noktasinin
diizlemde karsilik geldigi karmasik say1 z; ve B noktasinin diizlemde karsilik geldigi karmasik say1 z, ise
AB = z, — z; olur. Ayrica CD = z, — z; olsun. O halde eger z, — z; = i(z4 — z;) ise z, — z; = r1€/%1 ve

'9..
Z, — 22 = 1ryet?2 icin
4T B ERETIC B T g, . (64D
Z, — 2z =1t = e 2r,e'”2 = rye 2

oldugundanr; =r,ve 6, = % + 0, olmalidir. Yani eger z, — z; = i(z4 — z3) ise AB dogru parcasi CD dogru
parcasina dik ve bu iki dogru parcasi esit uzunlukta olmahdirlar. Benzer sekilde eger z, — z3 = i(z, — z;) ise
de ayn1 durum gerceklesir yani AB ve CD ayni1 uzunlukta ve birbirlerine diktirler. Tersi de dogrudur yani
AB dogru parcasinin uzunlugu CD dogru parcasininkine esit ve bu iki dogru parcasi birbirlerine dik iseler
Z, — z; = i(z4 — z3) veya z4 — z3 = i(z, — z;) olmalidir. Burada i ile carpma bir karmasik sayiy1 kendisine
dik olacak sekilde saat yoniiniin tersi yonde dondiiriir.

Simdi yukaridaki sekle geri donelim: A noktasi 0 yani orijin noktasinda oldugundan AB kenar1 {ize-
rindeki karenin merkezi O; noktasi a + ia € C karmasik sayisina karsilik gelir. Ayni sekilde BC kenar1
izerindeki karenin merkezi O, noktasi 2a + b + ib € C karmasik sayisina, CD kenar {izerindeki karenin
merkezi O3 noktasi 2a + 2b + ¢ + ic € C karmagik sayisina ve AD kenar1 iizerindeki karenin merkezi O,
noktasi ise —d + id € C karmasik sayisina karsilik gelir. O halde O,0; dogru parcasi

0,0;=2a+2b+c+ic—(a+ia)=a+2b+c+i(c—a)eC
ve 0,0, dogru pargasi
0,0,=2a+b+ib—(—-d+id)=2a+b+d+i(b—d)eC
karmasik sayilarina karsilik gelirler. Burada O;05 dogru parcasini i ile carparsak
i0,0;=i(a+2b+c+ilc—a)=(a—c)+i(a+2b+c)eC
elde ederiz. Simdi a + b + ¢ + d = 0 oldugunu hatirlayalim:
a+b+c+d=0=>a+b+d=—c

ve buradan da
2a+b+d=a+(a+b+d)=a-c

elde edilir. Ayni sekildea + b +c = —d ve
a+2b+c=b+(a+b+c)=b—-d
elde edilir. Buradan da
i0,0;=(a—c)+ila+2b+c)=2a+b+d+i(b—d)=0,0,

sonucu ¢ikar ki bu da 0,053 dogrusunun 0,0, dogrusuna dik oldugu ve |0;03| = |0,0,| oldugunu verir.
Bdoylece Van Aubel Teoremini ispatlamis olduk.
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Matematiksel bilgi, yalnizca dogru sonugclara ulagmay1 saglayan bir arag degil; kavramlarin, matematiksel
yapilarin ve aralarindaki iligkilerin diisiinsel olarak insa edildigi tutarli ve anlamli bir sistemdir. Bu sistem
icinde matematiksel diisiinme, islem yapmanin ¢ok &tesine gecerek anlam kurma, genelleme, gerekcelen-
farkli baglam ve diizeylerde gerceklesse de, 6ziinde ortak bir diisiinme kiiltiiriiniin ve akil yiiriitme gele-
neginin parcasi olarak bicimlenir. Bu yazi, matematiksel diislinmenin temel bilesenlerini inceleyerek, bu
siireclerin bireysel 6grenme deneyimlerinde ve 6gretimsel ortamlarda nasil yapilandigini, ne tiir bilissel
doniistimlere zemin hazirladigini tartismay1 amaclamaktadir.

Matematiksel diisiinme, birbirini besleyen ve farkli diizeylerde isleyen biligsel siireclerin bir biitiiniidiir.
Bu siireglerin yapisini anlamak, yalnizca bireyin matematiksel bilgiyi nasil edindigini ve doniistiirdiigiinii
kavramak acisindan degil, ayn1 zamanda etkili 6gretim yaklasimlarini gelistirmek acisindan da kritik
Oneme sahiptir. Literatiirde bu diistinme bi¢imlerine dair gesitli kuramsal cerceveler ve siniflandirmalar
yer almakla birlikte, bu yazida matematiksel diisiinmenin temel bilegenleri olarak kavramsal diistinme,
islemsel diisiinme, temsillerle diisiinme, genelleme, soyutlama, kanitlama ve gerekcelendirme gibi siirecler
ele alinacaktir. Her bir bilesen, 6grencilerin matematiksel anlam olusturma yollarini ve problem ¢ézme
stratejilerini derinlemesine incelemek i¢in birer odak noktasi olarak degerlendirilecektir.

1. Kavramsal ve islemsel Diisiinme

Kavramsal diisiinme, bir matematiksel kavramin altinda yatan anlami, yapisal 6zellikleri ve bu kavramin
farkl temsilleri arasindaki iliskileri anlamayi igerir. Ogrencinin kavramlar arasinda baglantilar kurarak
genel gecer ilkeleri kegfetmesi ve bu ilkeleri esnek bicimde farkli durumlara uygulayabilmesi, bu diisiinme
biciminin temel gostergelerindendir. Ornegin, kesirlerle carpmay yalnizca islem adimlariyla degil, “bir
biitliniin belirli bir kismini1 almak” seklinde kavramsal olarak yorumlayabilmek, derin bir matematiksel
anlayis1 yansitir.

Buna karsilik, islemsel diisiinme daha ¢ok prosediirel bilgilere, yani bir matematiksel islemin nasil
yapilacagina iligkin adimlari bilmeye ve uygulamaya dayanir. Ayni 6rnek iizerinden gidersek, bir 6grencinin

2 3, o . 6 . e -
3 X 1 islemini dogru bir sekilde 1; sonucuna ulastirmasi, iglemsel becerinin bir gostergesidir.

Bu iki diislinme bicimi birbirine karsit degil, aksine birbirini destekleyen ve 6grenme siirecinde i¢
ice gecen yapilardir. Kavramsal bilgi, islemsel stratejilerin anlamli bicimde secilmesini ve kullanilmasini
yonlendirirken; islemsel uygulamalar da 6grencinin kavramlara dair sezgilerini ve anlayisini sinama ve
pekistirme firsati sunar. Ornegin, islemsel akicilik kazanmis bir 6grenci, farkli say1 tiirleriyle yapilan
islemlerde benzerlikleri fark ederek daha derin kavramsal genellemelere ulasabilir.

Bu karsilikl iligki, 6zellikle yapilandirmaci 6grenme kuramlari ve APOS (Eylem-Siirec—Obje-Sema)
teorisi baglaminda da ele alinmaktadir. Yapilandirmaci yaklasimlar, 6grenmenin aktif bir siire¢ oldugunu
ve bireylerin bilgiyi kendi deneyimleriyle yapilandirdiklarini vurgular. APOS teorisi ise, matematiksel
kavramlarin 6grenilme siirecini eylemden semaya dogru gelisen asamalarla aciklar; bu siirecte islemsel
bilgiler kavramsal anlayisa doniiserek daha karmasik zihinsel yapilar olusturur. Boylece, kavramsal ve
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islemsel diistinme sadece farkli bilgi tiirleri degil, ayn1 zamanda 6grenmenin dinamik evreleri olarak
goriilebilir.

2. Temsillerle Diisiinme

Matematiksel kavramlar genellikle sembolik, grafiksel, sozel ve somut modeller gibi coklu temsiller aracili-
giyla ifade edilir. Bu temsillerin her biri, kavramin farkli bir yoniinii goriiniir kilar ve 6grenenin anlam
kurma siirecine farklh ac¢ilardan katki saglar. Etkili matematiksel diistinme, bu temsiller arasinda esnek
bir sekilde gecis yapabilme, bir temsildeki bilginin digerine nasil doniistiigiinii kavrayabilme ve temsil
bi¢imlerinin sinirhiliklarini fark edebilme becerisini icerir. Ornegin, ikinci dereceden bir fonksiyonun
cebirsel (sembolik) bicimi olan f(x) = x? — 4x + 3, grafiksel temsilde bir parabol olarak, somut modellerle
fiziksel bir yoriinge olarak ya da sozel olarak bir problem baglaminda ifade edilebilir. Bu temsiller arasinda
gecis yapabilmek, kavramin ¢ok boyutlu bir sekilde anlasilmasina olanak tanir.

Temsiller yalnizca bilgiyi sunan sabit goriiniimler degil, ayn1 zamanda kavramsal diisiinmeyi yapilandi-
ran dinamik araclardir. Ozellikle yapilandirmaci yaklasimlarda, 6grenenin bir temsilden digerine gecerken
kurdugu anlamlar, kavramsal gelisimin temelini olusturur. Temsiller arasi1 gecisler, 6grenme siirecinde
kavramsal anlayisin olusmasinda belirleyici bir rol oynar. Temsilsel yeterlilik kazanmis bir 6grenci, 6rnegin
bir grafik lizerinde bir fonksiyonun artan azalan bolgelerini okuyabilir, bu bilgiyi cebirsel bicime tasiyabilir
ve bir problem durumunda sozel olarak aciklayabilir.

Bu nedenle, matematiksel temsillerle diigiinme becerisi yalnizca farkli formatlarda bilgi sunmay1 degil,
ayn1 zamanda temsiller arasinda anlaml baglar kurabilme yetisini icerir ve derinlemesine kavrayisin
vazgecilmez bir bileseni olarak goriilmelidir.

3. Genelleme ve Soyutlama

Genelleme, 6grencilerin belirli 6rneklerden hareketle daha genis matematiksel yapilari, driintiileri ve
iligkileri fark ederek soyutlamalar yapma siirecidir. Bu siirecte birey, benzer durumlar arasindaki ortak
ozellikleri ayirt eder ve bu ortakliklardan yola ¢ikarak genellenmis matematiksel ifadeler gelistirir. Ornegin,
ardisik tek sayilarin kareleri arasindaki farkin her zaman 8’in kati oldugunu fark eden bir 6grencinin, bu
durumu (2n + 1)> — (2n — 1)? = 8n olarak ifade etmesi genelleme siirecine verilebilecek giiclii bir drnektir.
Boyle bir genelleme, 6grencinin 6rnekler arasinda baglantilar kurarak daha derin bir kavramsal anlayis
gelistirdigine isaret eder.

Soyutlama ise, yapilan genellemelerin baglamdan ve somut érneklerden bagimsiz bicimde diisiiniilmesi
ve temsil edilmesi siirecidir. Bu asamada 6grenci, yalnizca belirli durumlar1 degil, bu durumlarin altinda
yatan yapisal oriintiileri zihinsel olarak kavrar ve bunlar1 soyut kavramlar (6rnegin, degiskenler, fonksi-
yonlar, cebirsel yapilar) aracilifiyla ifade edebilir. Ornegin, bir aritmetik dizideki terimlerin genel yapisini
a, = a + (n — 1)d biciminde ifade edebilen bir 6grencinin, hem genelleme hem de soyutlama becerilerine
iliskin giiclii bir kavrayis gelistirdigi soylenebilir. Bu tiir bir ifade, yalnizca sayilarin ardisikligin1 gérmekle
kalmayip, altta yatan yapinin degiskenler araciligryla modellenmesini de icerir.

Genelleme ve soyutlama siirecleri, 6zellikle cebirsel diistinmenin gelisiminde merkezi bir rol oynar.
Bu baglamda, 6grencilerden yalnizca islemsel 6rnekleri tekrar etmeleri degil, bu 6rneklerdeki yapisal
oriintiileri fark etmeleri ve genelleyerek yeniden yapilandirmalari beklenir. Sfard’in nesnelesme (reifi-
kasyon) kuramina gore, bir matematiksel slire¢ zamanla zihinsel bir nesneye doniisiir; bu doniisiim ise
biiylik dlcilide soyutlama yoluyla gerceklesir. Dolayisiyla genelleme ve soyutlama, yalnizca iist diizey biligsel
beceriler degil, ayn1 zamanda kavramsal gelisimin temel yapi taslaridir.

Ogretimsel Ortamda Genelleme ve Soyutlamay1 Destekleyen Etkinlikler:

« Oriintii Tamamlama ve Genelleme: Ogrencilere say1 oriintiileri (6rnegin 3,6,9, 12, ...) verilerek
genel kurali ifade etmeleri istenebilir. Bu etkinlikler, genellemenin baslangic diizeyini olusturur.

« Temsiller Arasi Gegis: Bir durumu tablo, grafik ve cebirsel ifadeyle temsil etme ¢alismalari, 6gren-
cinin yapiy1 genelleyip soyutlamasina yardimci olur.
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» Acik Uclu Problem Cozme: “Her zaman dogru olur mu?” tiiriinden sorularla 6grencilerden cesitli
Ornekler iiretmeleri ve ardindan bir genelleme yapmalar1 beklenebilir.

« Karsit-ornek Olusturma: Genellemenin sinirlarini sorgulamak ve soyut diisiinmeyi pekistirmek
icin “Bu genelleme hangi durumlarda gecerli degildir?” gibi sorular sorulabilir.

« Sozlii Gerekcelendirme: Ogrencilerin kendi genellemelerini aciklamalari ve arkadaslarinin genel-
lemelerine doniit vermeleri, soyutlamaya gecis siirecini hizlandirir.

Etkili 6gretim ortamlarinda genelleme ve soyutlama siireci sadece tesvik edilmez; ayn1 zamanda yapi-
landirlir, sorgulanir ve yeniden sekillendirilir. Bu da 6grencilerin yiizeysel islem bilgisiyle yetinmeyip
matematiksel yapinin derinliklerine inmelerini saglar.

4. Kanitlama ve Gerekcelendirme

Matematiksel diisiinmenin belki de en ayirt edici 6zelligi, dogrulugun otoriteye ya da geleneksel kabullere
degil; akil yiirlitmeye, mantiksal tutarlilifa ve kanita dayanmasidir. Bu baglamda kanitlama, yalnizca
sonuglar1 hakli ¢ikarmanin bir araci degil; ayn1 zamanda diisiinceyi yapilandirmanin, kavramlari iligki-
lendirmenin ve matematiksel anlami derinlestirmenin bir yoludur. Kanitlama siireci, 6grencilerin gecici
sezgilerini sorgulamalarini ve genellemelerini gerekgeli bir sekilde test etmelerini saglar. Bu siirec, ayni
zamanda matematiksel dogrulugun neye dayandigina dair epistemolojik bir farkindalik kazandirir.

Gerekcelendirme ise, sinif ici 6grenme baglaminda 6grencilerin kendi diisiincelerini bagkalarina agik
ve tutarl bir bigcimde sunmalarini; ayn1 zamanda arkadaslarinin diisiincelerini degerlendirme ve sorgulama
becerilerini gelistirmelerini saglar. Bu yoniiyle gerekcelendirme, matematiksel akil yiiriitmenin yalnizca
bireysel degil, ayn1 zamanda etkilesimli bir siire¢ oldugunu ortaya koyar. Ogrencilerin "Neden boyle dii-
siindiin?" veya "Bu kural her zaman gecerli mi?" gibi sorularla birbirlerinin diisiince yapilarini sinamalari,
derin 6grenmenin ve anlaml etkilesimin temelidir.

B Matematiksel Disiinmenin Sosyal Boyutu

Matematiksel bilgi, bireysel bir zihinsel edinimin 6tesinde, sosyal ve kiiltiirel bir baglamda insa edilir.
Bu baglamda matematik 6grenmek, sadece kavramlari ve prosediirleri edinmek degil; ayn1 zamanda bu
kavramlarin hangi durumlarda, hangi amaclarla ve nasil kullanilacagini anlamak anlamina gelir. Ogrenmek,
anlamin insasina yonelik aktif bir siirectir; 6gretmek ise bu siireci bagkalari i¢in yeniden tasarlamak ve
Ogrenenin diinyasina rehberlik edebilecek araclar sunmaktir. Bu yoniiyle 6gretmen, yalnizca bilgi aktaricisi
degil; anlam olusturmay destekleyen bir 6grenme ortaminin yoneticisidir.

diisiinmenin temel bilesenlerini etkin bicimde kullanmayi gerektirir. Ogrenen, kavramlarin dogasini ve
iligkilerini kesfederken; 6greten, bu kesfi destekleyecek uygun temsil bicimlerini, problem durumlarini ve
etkilesim ortamlarini tasarlar. Bu agidan bakildiginda, 6gretmek yalnizca bildigini aktarmak degil; bilgiyi
yeniden diisiinmek, doniistiirmek ve 6grenenin zihninde yeniden yapilandirilmasini saglamaktir.

Matematik 6gretimi iizerine yapilan arastirmalar, 6gretmenlerin sahip oldugu derin kavramsal anla-
yisin, 0grencilerin diislincelerini anlama, yonlendirme ve yeniden sekillendirme siireclerinde kritik bir
rol oynadigini gostermektedir. Bu baglamda, matematiksel diisiinmenin 6gretim siireclerinde goriiniir
kilinmasi, yalnizca 6gretmenin icerik bilgisiyle degil, ayni1 zamanda pedagojik duyarlihigiyla da dogrudan
iliskilidir. Ogrencilerin neyi nasil diisiindiigiinii anlamaya doniik bir 6gretmen bakisi, §grenme siirecine
doniik daha esnek, anlamli ve etkili miidahaleleri miimkiin kilar.

Matematik 6grenen bireylerin zamanla 6gretmen bakis acisini da gelistirmeleri, kavramlarin dogasina
dair daha derin bir farkindalik kazanmalarini saglar. Ote yandan, 6gretmenlerin 6grenme siireclerine iligkin
edindikleri i¢goriiler, 6grencilerin anlam diinyalarina daha yakinlagmalarina olanak tanir. Bu karsilikli
anlayis, matematiksel anlamin ortak bir zeminde insa edilmesine katkida bulunur. Boylece siire¢, yalnizca
bilgi aktarimiyla sinirli kalmayip, anlamin paylasilmasi ve matematiksel diisiinmenin kiiltiirel bir pratik
olarak gelisimi yoniinde ilerler.
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m Matematiksel Diisiinmenin Gelisimi ve Ogrenme Ortamlarinin Rolii

Matematiksel diisiinmenin gelisimi, biiyiik 0lclide 6grenme ortamlarinin yapisina ve niteligine baghdir.
Sinif, 6grencilerin yalnizca bilgi alicis1 degil; ayn1 zamanda matematiksel kavramlari kesfeden, yapilandiran,
sorgulayan ve anlami birlikte inga eden bireyler olarak yer aldig1 dinamik bir 6grenme toplulugudur. Bu
baglamda etkili bir 6gretim tasarimi, yalnizca icerik aktarimiyla sinirli kalmamali; 68rencilerin diisiinme-
sini, baglantilar kurmasini, alternatif ¢oziim yollar1 iiretmesini ve matematiksel anlami derinlestirmesini
saglayan zengin bir 6grenme ekosistemi sunmalidir.

Ogrenenlerin aktif katilimini 6nceleyen ve onlari diisiinmeye, sorgulamaya ve yeniden yapilandirmaya
tesvik eden Ogretim stratejileri bu siirecte kritik 6neme sahiptir. A¢ik uclu sorular, kesfetmeye dayali
problem c6zme etkinlikleri, isbirlikli 6grenme ortamlari, yapilandirilmis matematiksel tartismalar ve coklu
temsillere dayali materyaller, 68rencilerin diigsiinme becerilerini gelistiren ve sinif icerisinde entelektiiel
bir merak kiiltiiriinii besleyen giiclii araclardir. Bu tiir stratejiler, 6grenmeyi bireysel bir cabanin 6tesine
tasiyarak, sosyal ve biligsel etkilesimlerin merkezi oldugu bir siirece dontistiiriir.

Ogretmenlerin, 6grencilerin diisiince siireclerine yonelik farkindaligi ve bu siiregleri tanima ile yonlen-
dirme becerisi, matematiksel anlam insasinda belirleyici bir rol oynar. Ogretmen, yalnizca dogru cevaba
ulasmay1 amaclayan bir rehber degil; 6grencilerin farkli diisiinme bicimlerini dikkate alan, anlam kurma
yollarina saygi gosteren ve bu yollar1 destekleyici yonlendirmelerde bulunan bir kolaylastiricidir. Bu yak-
lasim, 6grencilerin 6grenme siireglerine aktif katihmini desteklerken, daha derin ve kalici bir kavramsal
farkindalik gelistirmelerini de saglar.

Sonug olarak, sinif ortami1 matematiksel diisiinmenin uygulamaya dokiildiigii canli bir 6grenme sahasi
olarak goriilmelidir. Bu ortamda 6gretmen ve 6grenciler, yalnizca bilgi paylasan bireyler degil; birlikte
ogrenen, diisiinen ve sorgulayan bir topluluk olustururlar. Bu topluluk, matematiksel bilgiye yonelik daha
icsellestirilmis, baglamsal ve kalici bir anlayisin temelini atarken; 6grenmenin duygusal boyutunu da
destekleyerek 6grencilerin matematikle daha olumlu ve siirdiiriilebilir bir iligki kurmalarini saglar.

B Sonuc ve Oneriler

Bu yazida, matematiksel diisiinmenin temel bilesenleri ele alinarak hem bireysel 6grenme siireclerinde hem
de dgretim ortamlarinda nasil yapilandig: incelenmistir. Matematiksel diistinme; anlam kurma, soyutlama,
genelleme, temsillerle iliskilendirme ve gerekcelendirme gibi ¢cok katmanl biligsel siirecleri iceren bir
yap1 olarak degerlendirilmistir. Bu yap1 yalnizca bireysel zihinsel bir etkinlik degil, ayn1 zamanda sosyal,
kiiltiirel ve pedagojik baglamlarda bicimlenen bir 6grenme siirecidir.

Matematiksel diistinmenin gelisimi, yalnizca 6grencinin bireysel ¢cabasiyla degil; bu ¢cabay1 destekleyen
O0grenme ortamlarinin niteligiyle de yakindan iligkilidir. Bu baglamda sinif, 6grencilerin diisiincelerini
ozgiirce ifade edebildikleri, farkli bakis acilarin tartisabildikleri ve birlikte anlam insa edebildikleri bir
ogrenme topluluguna doniismelidir. Etkili 6gretim stratejileri, 6grencilerin aktif katilimini 6n planda
tutmali ve onlari elestirel, yaratici ve baglanti kurarak diisiinmeye tesvik etmelidir.

Ogretmenin rolii bu siirecte merkezi bir 5neme sahiptir. Derinlemesine kavramsal bilgiye sahip, 6gren-
cilerin diislinme yollarini taniyabilen ve bu siirecleri yonlendirebilen 6gretmenler, 6grenmenin niteligini
dogrudan etkiler. Bu baglamda 6gretmen, yalnizca bilgi aktaran degil; anlami birlikte yapilandiran, 6gren-
cilerin diistinme becerilerini destekleyen ve 6grenme siirecini kolaylastiran bir rehberdir.

Sonuc olarak, matematik egitiminde yalnizca “6gretmek” degil; “diisiindiirmek” ve “diistinmeyi goriiniir
kilmak” temel hedef olmalidir. Matematiksel bilgiye yonelik yaklasimimiz; bu bilginin nasil iretildigini,
nasil kullanildigini ve nasil paylasildigini sekillendirir. Bu nedenle, hem 6grencilerin 6gretim siireclerine
yonelik farkindalik kazanmalar1 hem de 6gretmenlerin 6grenme siireclerine dair derinlemesine i¢gorii
gelistirmeleri, matematiksel diisiinmenin anlamli ve kalic1 bicimde gelismesini saglayacaktir.
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Bu yazida size Einstein’in yakin bir dostundan bahsetmek istiyorum.
Tabii ki kendisinin tek 6zelligi Einstein’in dostu olmasi degil. Mate-
matik tarihinin altin isimlerinden biri olarak kabul edilen Kurt Gédel,
Aristo’dan bu yana en biiyiik mantikg¢i olarak anilir. Yaptigi calisma-
larla 20. ylizy1l matematiginin seyrini degistiren Godel’in teoremleri
matematikciler kadar matematikci olmayanlarin da ilgisini cekmistir.
28 Nisan 1906 yilinda bugiin Cek Cumhuriyeti’nin oldugu Avusturya-
Macaristan bolgesindeki Briinn kentinde diinyaya geldi. Tekstil isiyle
ugrasan Rudolf Gédel ve Marianne Godel ciftinin 2 oglundan kiiciik
olaniydi. Gengliginde etrafindakileri sonu gelmez sorularla bunaltti:
icin kendisine ‘Der Herr Warum’ yani ‘Bay Neden’ lakab1 takild1.

1. Egitim Hayati

18 yasinda abisinin arkasindan Viyana Universitesi’nde egitim gormeye
basladi. Burada Furtwingler, Hahn, Wirtinger, Menger, Helly gibi 63-
retmenlerden dersler aldi. Universitenin baglarinda hangi alanla ilgile-
necegi konusunda oldukga kararsiz olan Kurt, Furtwangler’in derslerin- Kurt Godel (1906-1978)

den cok etkilenmis ve matematige yonelme karar1 almistir. 1929 yilinda,

heniiz 23 yasindayken Hans Hahn'in danismanliginda doktora derecesini aldi. Birinci derece yiiklem
mantiginin eksiksiz (tam) oldugunu gosterdigi doktora tezi, daha sonra Godel’in Tamlik Teoremi olarak
anilacaktir.

Doktorasini tamamladigi yil babasini kaybeden Godel, Viyana Universitesi’nde Ogretim Uyesi olarak
calismaya devam etti, taa ki Avrupa’da diinya savasinin canlar1 calmaya baslayana kadar. O da diger
cogu bilim insan1 gibi Avrupa’dan Amerika’ya kacti. 1940 yilinda Princeton Ileri Arastirma Enstitiisii'nde
calismaya basladi. Princeton’da ileride siki bir dostluk kuracagi, hatta bu dostunun éliimiinden sonra onun
adini tagiyan bir 6diiliin ilkine layik goriilecegi Albert Einstein ile tanisti. Godel, Einstein’in genel gorelilik
kurami lizerine de 6nemli calismalar yapmuistir. Einstein’in kiitlecekim alan denklemlerine, ekseni etrafinda
donen bir evreni tanimlayan bir ¢6zlim getirir. Bu ¢coziimde evrenin doniisii, 15181 da birlikte siiriikler;
dolayisiyla bir maddesel cismin, 151k hizin1 asmaksizin uzay-zaman icinde kapali bir zaman-benzeri egri (ing.
timelike curve) izlemesi, yani zamanda geriye gitmesi miimkiin hale gelir. Bu model, gorelilik kuraminin
belirli kosullarda zamanda yolculuga izin verebilecegini gostermesi bakimindan ¢arpicidir. Godel’in bu
coziimii, “Godel evreni” olarak bilinir ve donen, homojen ama gozlemlenebilir evrenimizle tutarsiz bir
yapiya sahiptir. Nitekim bu model, gokbilimcilerin gozlemledigi kiitlecekimsel kizila kayma verileriyle
celistigi icin fiziksel evrenin gercek yapisi olarak kabul edilmez. Yine de bu ¢6ziim, genel gorelilik kuraminin
zaman kavramina dair sinirlarini gozler niine serdigi icin teorik fizikte biiyilik yanki uyandirmistir. Einstein
ise, kuraminin boyle sira dig1 ¢6zlimlere izin vermesinden rahatsizlik duymustur.

Zaman zaman ilgi alani felsefeye kayan Gédel, Leibniz ve Kant’in calismalarini okudugunda bu kisilere
hayran olur. Kendisinin Tanr1 varhgina dair ispat1 da vardir'. Hatta iinlii mantik¢i Solovay, 1985’te yapilan

1Godel’in ontolojik ispati olarak bilinir.

51



Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2025—1 Paranoyak Bir Matematikgi: Kurt Gédel

bir toplantida, Godel’den ‘therefore G exists’ yani ‘demek ki G vardir’ sdzleriyle biten mektuplar almistir.
Burada G Ingilizce ‘God’ (Tanr1) kelimesinin bas harfi olmasi disinda Godel’in de bas harfi olmasi oldukca
ilgi cekici.

2. Temellerin Sarsilisi ve Eksiklik Teoremleri

Donemin matematikgcileri, saglam ve tutarli bir temel arayisi icindeydiler. Bu temel, hicbir ¢eliskiye yol
agmamali ve matematiksel gergeklerin yapi tasini olusturmaliydi. Oyle ki Russell ve Whitehead, Princi-
pia Mathematica adl eserlerinde, matematigi mantiksal paradokslardan arindirmayi amaclayan, ‘Tipler
Kurami’ adinda bir kuram gelistirmislerdi. Kitap o kadar temelden basliyordu ki ‘1 + 1 = 2’ 6nermesinin
kanitindan ancak 362. sayfada bahsedebilmiglerdi. Bir siireligine de olsa, bu dev calismanin amacina ulagtigi
diistiniilmiistii. Ta ki Godel’in Eksiklik Teoremleri bu yapinin temellerini sarstig1 ana kadar...

362 PROLEGOMENA TO CARDINAL ARITHMETIC [PART 11

%5442, F:i:ae2.D:B8Ca.q!B.B+a.=.8B¢ct*a

Dem.
F.%544. Dlua=12ui®
BCa.qq!B.

i N
=A.v.B=tz.v.B=1y.v.B=a:qq!B:
[#24:53°56.%51°161] =iz.v.B=1ty.v.B=a 1)
k. %54:25 . Transp . #5222 . Dbzt y.D. s v iy tz. e v 1Sy 1y
[¥1312] DF:a=t2viy.afy.d.ati‘z.a+ 'y 2
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Dem.
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[*51-231] = enty=A.
[%1312] =.anB=A (1)

F.(1).%1111135.D |
Fi(gzy).a=tz2.B=1ty.D:avBe2.=.anB=A (2)
F.(2).%1154.%521.D F. Prop
[ From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been]
defined, that 1 +1 = 2.

Principia Mathematica adli eserde 1 + 1 = 2 dnermesinin kanitindan bahsedilen yer

Hilbert’in 6nciiliiglinde calisan matematikgiler, tiim matematigi saglam, celigkisiz ve eksiksiz bir bi-
cimsel sistem olarak kurmayi hedefliyorlardi. Hilbert’in iinlii “Bilmeliyiz, bilecegiz” slogani, bu iyimser
arayisin simgesiydi.

Ancak heniiz 25 yagindayken genc Kurt Godel’in 1931°de yayimladig1 Eksiklik Teoremleri, bu programi
sarsicl bicimde altiist etti. Matematigin temelini olusturmasi umulan bu essiz yapinin iginden konusarak,
onun sinirlarini gosterdi. Godel, yeterince giiclii herhangi bir bicimsel sistemin kacinilmaz olarak eksik
olacagini, yani bazi dogru énermelerin sistem icinde ispatlanamayacagini kanitladi (Birinci Eksiklik Teoremi).
Ayrica, boyle bir sistemin kendi tutarliligini yine kendi icinde kanitlamasinin imkansiz oldugunu da gosterdi
(Ikinci Eksiklik Teoremi).

Daha matematiksel olarak ifade etmek istersek, Godel’in birinci eksiklik teoremi sunu sodyler: Dogal
sayilari, toplamayi ve ¢carpmayi (yani aritmetigin tamamini) ifade edecek giicte olan ve neyin aksiyom olup
olmadig1 anlasilabilen celiskisiz (tutarli) bir sistemde?, dogru olan ama sistem i¢inde kanitlanamayan bir
Oonerme olmak zorundadir. Dolayisiyla sistem eksiktir. Bu teorem basit ve akillica bir temel fikre dayanir.
Godel’in temelde yaptig1 is bicimsel dilin aritmetiklestirilmesidir. Yani Godel, bicimsel sistemin dilinde
olusturulabilecek biitiin 6nermeleri (dogru ya da yanlis), terimleri, formiilleri, kanitlar1 (hatta her ctimleyi)
dogal sayilar, toplama ve ¢carpma kullanarak yazmanin bir yontemini sunmustur. Bunu nasil yaptiina
bir sonraki boliimde deginecegiz. Bu fikirden yola cikan Godel, "Bu énerme kanitlanamaz” ciimlesini

2Bkz. Peano Aritmetigi
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aritmetik ile ifade etmeyi basarir. Dolayisiyla matematige indirgenen bu 6nermenin artik bir matematiksel
onerme oldugunu sdyleyebiliriz. O halde bu 6nerme ya dogru ya da yanlis olmalidir. Ik olarak énermenin
yanlis oldugunu diisiinelim. Bu durumda verilen 6nerme kanitlanabilir olmalidir. Biliyoruz ki matematikte
bir dnerme kanitlanabiliyorsa dogrudur. Ancak dnermenin yanlis oldugunu kabul etmistik. Dolayisiyla
bir celiski elde ettik. Celiskisiz bir sistemde oldugumuza gére, onerme dogru olmalidir. Onermenin ne
dedigine tekrar bakalim: "Bu 6nerme kanitlanamaz”. O halde elimizde dogru bir 6nerme var ve bu 6nerme
kanitlanamaz!?

Simdi ikinci eksiklik teoremine matematiksel olarak bakalim: Dogal sayilari, toplamay1 ve carpmayi
ifade edecek giicte tutarl bir sistemin tutarl oldugu gercegi sistemin icinde kanitlanamaz. Bu teorem
aslinda birinci eksiklik teoreminden elde edilir. Tutarlh bir S sisteminin tutarlilifinin kendi i¢inde kanitla-
namayacagini gosterecegiz. G onermesi Birinci Eksiklik Teoremi’'nde bahsedilen kanitlanamaz bir 6nerme
olsun. S sisteminin tutarhilifinin kendi i¢inde kanitlanabildigini varsayalim. Yani bu, "S sistemi tutarhdir”
onermesini kanitlamak demektir. Simdi, "Eger S sistemi tutarliysa, bu durumda G 6nermesi kanitlanamaz”
ile verilen 6nermeyi ele alalim. Bu 6nerme sistem i¢inde bicimsellestirilebilir. S sisteminin tutarlilifinin
kendi icinde kanitlanabildigini varsaydigimizdan dolayi, bu 6nermeyle birlikte G’nin kanitlanamazligi da
sistem icinde kanitlanmis olur. G 6nermesi kanitlanamayacagini s6yliiyordu ve biz bu 6nermeyi sistem
icinde kanitlamig olduk. Bu durum Birinci Eksiklik Teoremi ile ¢eligir. Dolayisiyla varsayimimiz yanlis
olup, tutarl bir sistem kendi tutarliligini kanitlayamaz, sonucuna variriz.

3. Godel Numaralandirmasi

Godel numaralandirmasi, bir aksiyomlar sistemi hakkindaki ifadeleri sistem icindeki ifadelerle, yani
sayilarla ilgili ifadelerle esleyerek sistemin bir anlamda kendisiyle konusmasini saglar. Bu siirecteki ilk
adim, herhangi bir olas1 matematiksel ifadeyi veya bir dizi ifadeyi Godel numarast adi verilen biricik sayiya
eslemektir.

Oncelikle, bicimsel sistemin dilindeki her bir ilkel sembole, sabite, fonksiyon sembollerine ve degisken
sembollerine birer dogal say1 atanir. Bu sayiya o semboliin sembol numarast denir. Hangi sembole hangi
sayinin atanacagl ve hangi sirayla yapilacagi 6nemli degildir; bu atama keyfidir. Ancak bir kez yapildiktan
sonra sabit kalmalidir. Ornegin aritmetigin standart dili gbz 6niine alinirsa, bir seyin var oldugu ifadesi
3 sembolii ile, toplama ise + ile ifade edilir. Daha da 6nemlisi, “ardili” ifade eden S sembolii, sayilari
belirtmenin bir yolunu verir; 6rnegin SS0, 2’yi (0’in ardilinin ardili) ifade eder. Ornegin Nagel ve Newman,
tam olarak 12 tane sabit sembol oldugunu kabul etmis ve bu sembollere asagidaki dogal sayilar1 atamstir.

Sabit Sembol | Sembol Numarasi | Anlami

- 1 degil

\ 2 veya

- 3 eger...ise

3 4 ... vardir

= 5 esittir

0 6 sifir

S 7 ardil (bir sonraki say1)
( 8 sol parantez

) 9 sag parantez

, 10 noktalama isareti (virgiil)
+ 11 toplama

X 12 carpma

Tablo 1. Ilkel sabit sembollerin Godel numaralari

Bu on iki sembolden sonra, x,y ve z gibi sayisal degiskenleri temsil eden harfler, 12’den biiyiik asal
sayilara (yani 13, 17, 19, ...) eslenir. Bu bicimsel dilde yazilabilecek sayilabilir sonsuz coklukta climle var.

3Bazilari su soruyu sorabilir: Simdi biz 6nermenin dogru oldugunu kanitlamis olmadik mi1? Cevap: Hayir. Teoremin ifadesine
donecek olursak burada anahtar ifade "sistem icinde kanitlanamayan” ifadesidir.
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Bu ctlimlelerin hepsi kurala uygun olmayabilir, ancak bunu kontrol edebilecegimiz bir algoritma mevcuttur.
Yukaridaki atamalari yaptiktan sonra bu sembollerin ve degiskenlerin herhangi bir kombinasyonu — yani
olusturulabilen herhangi bir aritmetik formiil veya formiil dizisi — kendi Godel sayisini alir. Ornegin, 0 = 0
formiiliinii ele alalim. Bu formdiliin {i¢c sembolii, Godel sayilar1 sirasiyla 6, 5 ve 6’ya karsilik gelir. Godel'in
bu {ii¢ say1 dizisini, bagka hicbir simge dizisinin liretemeyecegi tek ve benzersiz bir sayiya doniistiirmesi
gerekir. Bunu yapmak icin ilk ii¢ asal sayiy1 (2, 3 ve 5) alir; ayn1 konumdaki sembole karsilik gelen sayiy1
bu asal sayiin kuvvetine yazar ve bunlari birbiriyle carpar:

26 % 3% x 5% = 243,000,000

Bu esleme oldukca ise yarar, ¢ciinkii Aritmetigin Temel Teoremi sayesinde her dnerme tek bir sayiyla
ve her say1 da tek bir 6nerme ile eslesir. Godel sayilar1 tam sayilardir ve tam sayilar asal sayilarin etkisine
yalnizca tek bir sekilde agiktir. Yani 243.000.000 sayisinin asal ¢arpanlara ayrilmasi yalnizca su sekilde
miimkiindiir:

20 % 35 % 56

Dolayisiyla, bu Godel sayisina karsilik gelen formiil yalnizca 0 = 0 olabilir.

Godel daha sonra bir adim daha ileri giderek her formiil dizisine de benzersiz bir Godel numaras: verdi.
Bu durumda, daha 6nce oldugu gibi asal sayilar listesiyle basladi. Daha sonra her bir asali dizideki ayni
konumdaki formiiliin Gédel sayisina yiikseltti. Ornegin 0 = 0 nce geliyorsa, bu dizinin sayisi su sekilde
olur:

2243,000,000

Sonug olarak Godel, bu yontemi kullanarak her mantiksal ifadeyi bir dogal sayiya cevirmeyi basardi;
buna Godel numaralandirmasi denir. Bu sayede formdiller aritmetigin diliyle temsil edilebildi. Bu tekniklerle,
kendi anlamina génderme yapan, yani "bu onerme kanitlanamaz" diyen en az bir dnerme kurmay1 basardi.
Boyle bir 6nerme, sistem tutarliysa ne ispatlanabilir ne de ciiriitiilebilir. Bir onceki boliimde de ifade
ettigimiz gibi bu, G6del’in birinci eksiklik teoreminin 6ziidiir: Tutarli ve yeterince giiclii her bicimsel
sistemde, dogrulugu sistem icinde kanitlanamayan énermeler vardir.

4. Kapanis

Eksiklik teoremlerinin sonuclari ¢cok yikiciydi. Mantiksal-pozitivist olan Viyana Cevresi, Hilbert'in bicim-
cilik projesi basta olmak iizere matematigin temelleri sorununu ¢ézmeye calisan herkesi yerle yeksan
etmisti. Peki bu teoremler gercekten elimizi kolumuzu bagliyor mu? Matematik tutarsiz olabilir mi? O
halde bunca seyi iistiine insa ettigimiz, medeniyetimizin diregi, matematik eksik olabilir mi? Teoremler
insanin aklinda bolca soruya yol agiyor ve ne yazik ki bu sorularin bircogu zihnimizce yanlis cevaplaniyor.
Ben de ilk basta oldukga yanlis cevaplamistim ve derinden tizen bir yola sokmustu. Fakat bir giin Ahmet
Cevik’in ‘Matematik Felsefesi ve Matematiksel Mantik’ isimli kitabinda bir sonraki alt baglikta yazdigim
seyleri okuyuncaya kadar.

B Eksiklik teoremlerinden ne anlamamaliyiz?

 Hicbir bicimsel sistem tam ve tutarli olamaz.

Godel’in teoremi her bicimsel sistem i¢in gecerli degildir. Tam ve tutarl bir sisteme 6rnek: burulmasiz
boliinebilen Abel gruplari.

« Matematik tutarsizdir veya tutarh oldugu bilinemez.

Godel’in teoremleri matematigin tutarsiz oldugunu sdylemez. Sadece yeterince giiclii sistemlerin
kendi tutarliligini sistemin aksiyomlarindan kanitlayamayacagini soyler.

« GoOdel’in teoremi yanlistir ve matematikciler arasinda kabul gérmez.
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Godel’in 6zgiin teoreminden bu yana, eksiklik olgusu kapsamli bir sekilde incelenmis ve oldukga iyi
anlagilmistir. Matematik camiasi Godel’in teoremlerini kabul etmis ve degerini takdir etmistir.

« Matematik bicimsel bir sistem haline getirilemez.

Burada olagan matematik-gercek matematik ayrimi yapmak gerekir. Yapmis oldugumuz matematik
bicimsellestirilebilir, ancak yapiyor oldugumuz matematik aktivitesi bicimsellestirilemez.

Matematik tarih boyunca bircok krizle karsi karsiya geldi. Biiyiik cogunlugunu c¢6zmiis olsak da, en
onemli krizi hala ¢cozmek bir yana tam olarak anlamis bile bulunmuyoruz. Gédel’i kendini a¢ birakip,
paranoyalarina teslim eden karanlik da bu olsa gerek. Hayatinin son yillarinda ¢evresindeki herkesin
onu zehirleyecegine inanan Gddel, sadece esi tarafindan hazirlanmis yemekleri yemeyi kabul ediyordu.
Esi hastalanip hastaneye kaldirildiginda ise tamamen yemek yemeyi reddetti ve 1978'de, yalnizca 29 kilo
agirhifindayken acliktan hayatini kaybetti.

Cantor, Turing, John Nash ve Kurt Godel — Tiim bu matematikciler sira dig1 denilebilecek hayatlar
stirdiiler ve ayni sira disilikta son nefeslerini verdiler. Fakat onlarin actig1 o daracik yol sayesinde matematik
diinyamiza 1s1k tutabiliyor. Bir siiredir okuyup arastirdigim, anlamaya calistigim, Einstein’in yakin dostu
olan bu ‘deli’ matematik¢ilerden paranoyak matematik¢imiz Kurt Godel’i umarim anlatabilmisimdir. Tuhaf
bir adamdi1 ama bu tuhaf adamin olaganiistii diisleri vardi. Bu diisler sayesinde icinde yasadigimiz diisii
daha iyi anlayabiliyoruz ya da en azindan anlamaya calisiyoruz.

Einstein ve Godel, New Jersey, Princeton’daki diizenli yiiriiyiislerinden birinde.
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Bir diislince eylemi olarak matematik, kendini ifade etmenin yaygin ve etkin yollarindan biri olan
yazmakla i¢ icedir. Bu nedenle, sanilanin aksine, resim, miizik gibi gorsel ve isitsel sanat dallarinin yani
sira edebiyatla da siki bir dostlugu vardir. Bu kdsemizde, matematigin izinden giderek ilgimizi ceken ve
ogrencilerimizin mutlaka okumasi gerektigini diistindiigtimiiz popiiler bilim, roman, siir, oykii vs. elimizin
vardigi tiim kitaplari kisaca tanitmaya calisacagiz.

B Edebiyatin Sifresi: Poe ve Altin Bocek

Altin Bécek — Edgar Allan Poe (Cev. Selma Aksoy Tlirkéz), Ketebe Yayinlari (2025)

Edgar Allan Poe’nun 1843’te kaleme aldig1 Altin Bocek adli 6ykiisii,
gotik atmosferi ve gizemli anlatimiyla taninsa da, ayn1 zamanda ma-
tematiksel diislinme bicimlerini barindiran nadir edebi metinlerden
biridir. Poe, hazine avi temasini siradan bir macera kurgusu olmaktan

e cikarip, bir sifre cozme problemine doniistiiriir. Ana karakter William

e o Legrand, bir parsémende karsilastigi sifreli metni, yalnizca dilsel degil,
Edgar Allan | | matematiksel yontemlerle ¢czerek okuyucuyu sasirtir. Bu yoniiyle Al-
Poe L | tin Bbcek, yalnizca bir dykii degil, ayni1 zamanda (basit) bir kriptografi

Altin Bocek ; | dersi gibidir. Oykiideki gizli mesaj, klasik bir yerine koyma sifresi ile
B Detine A kgt | yazilmistir. Bu, her harfin basgka bir harfle (veya sembolle) degistirildigi
" T A basit ama tarihsel olarak etkili bir sifreleme yontemidir. Legrand, sif-
reyi ¢ozmek icin Ingilizce dilinde en sik kullanilan harfleri (6zellikle
E, T, A gibi) analiz eder. Bu yontem, modern kriptografinin temel tas-
larindan biri olan frekans analizinin ilk uygulamalarindan biri olarak
degerlendirilebilir. Poe’'nun Oykiisiinde Legrand’in su ciimlesi dikkat
cekicidir:

7/t
Resimleyen Rodrigo Folgqueira /9

“Kriptografik yazinin yaraticihig sifrenin kendisinde degil, onu kiran zihinde yatmaktadir.”

Legrand’in burada ifade ettigi gibi, matematiksel diisiince yalnizca formiillerde degil, ¢coziim stratejile-
rinde ve sabirla ilerletilen analizlerde de kendini gosterir.

Altin Bocek, bir matematikcinin goziinden yalnizca bir sifreli mesaj degil, bir problem ¢6zme siirecinin
dramatik bir sunumu olarak da okunabilir. Poe, karakterine yalnizca zeka degil, sistematik diisiinme ve
gozlem yetenegi de verir. Bu yoniiyle oykii, matematiksel akil ylirlitmenin edebiyattaki temsiline giizel
bir 6rnek olusturur. Giiniimiizde siber giivenlikten yapay zekaya kadar pek ¢ok alanda kullanilan krip-
tografinin, bir yazarin hayal giiciiyle nasil birlestigini gormek, hem ilham verici hem de diistindiiriiciidiir.

Gotik edebiyatin 6nemli temsilcilerinden biri olan Poe, polisiye edebiyatin kurucusu ve bilim kurgu
tiiriiniin de ilk temsilcilerinden biri olarak kabul edilir. Oykiilerinde kullandi1 sifreleme teknigi ile ilgili
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yazilmis makaleler de vardir. Onu esas iine kavusturan Kuzgun siirini de 6zellikle okumanizi tavsiye
ederim.

Ek Okuma Onerisi: Sifreleme konusuna ilgi duyanlar icin, ¢ok iyi bir bilim yazari olan Simon Singh’in,
Buzdag: Yayinlari’'ndan Ali Atav cevirisi ile 2020°’de yayimlanan “Sifre Kitab1: Antik Misir'dan Kuantum
Bilgisayarlara Gizlilik Bilimi” kitabini da oneririm.

Film Onerisi: The Pale Blue Eye, 2022

B Bir Matematikcinin Beyni: Von Neumann, Bilgisayar ve Diislince

Bilgisayar ve Beyin — John von Neumann (Cev. Zekeriya Aydin), TUBITAK Popiiler Bilim
Kitaplari (2023)

Matematik tarihine adini altin harflerle yazdiran Macar-Amerikali ma-

tematikci John von Neumann, 20. ylizyilin dahilerinden biri olarak
{(;]1]1“ bilinir. Heniiz cocuk yaslarda kendini belli eden parlak zekasi sayesinde
Neumann matematikten fizige, ekonomiden bilgisayara pek ¢ok alanda 6nemli
izler biraktl. Von Neumann, atom bombasinin yani sira modern bilgisa-
yarlarin gelismesine on ayak olmus isimlerden biridir. Ne var ki, atom
bombasi caligmalarina katildigit Manhattan Projesi’nde yer almasi daha
sonraki yillarda kanser olmasina yol act1 ve heniiz 53 yasinda, daha
pek cok bilimsel katki verebilecegi bir donemde bu diinyadan ayrildi.
Ancak, onun zekasi 6liim doseginde de kendini gosterdi: Oliimiinden
kisa bir siire once, hasta yataginda kaleme aldig1 Bilgisayar ve Beyin adli
kitabi, makineyle zihni karsilastiran felsefi ve bilimsel bir sorgulamanin
iiriinii. Saglig el verseydi bir konferansta sunacag kitaplastirilmis bu
yazl, yalnizca soyut kuramlarla degil, modern bilgisayarin mimarisiyle
de bugiin hala etkisini siirdiirtiyor. Von Neumann’in tamamlanamamis
bu notlari, temelinde beyni bir makine olarak nasil gorebilecegimizi
tartisiyor. Von Neumann’in esi Klara Dan von Neumann’in duygusal bir girisiyle baslayan kitabin dili-
mize cevrilirken de baz alinan {iclincii baskisinda bilgisayar bilimci Ray Kurzweil’in uzun ve aciklayici
bir 6nsozii bulunuyor. Ayrica, ikinici baskidan sonra eklenen, nérobilim felsefesi iizerine ¢alisan Paul
Churchland ve Patricia Churchland ikilisine ait bir 6nsoz de var. Bu 6nsozlerle birlikte, kitabin felsefi ve
bilimsel yanlarinin daha anlasilir oldugunu sdylemek miimkiin.

Bilgisayar
ve

Von Neumann, beynin ve bilgisayarin bilgi isleme siireclerini karsilastirirken, her ikisinin de elektriksel
sinyallerle ¢calismasina ragmen temelde farkli yapilar oldugunu savunur: Bilgisayarlar diizenli, merkezi
ve dijitaldir; beyin ise paralel, daginik ve biiyiik 6l¢iide analog. Beyin ve bilgisayar karsilagtirmasini
asagidaki tabloda ozetleyebiliriz:

Ozellik Bilgisayar Beyin

Yapi Merkezi, sabit | Daginik, dinamik
Islem Sirali Paralel
Sinyal Tipi Dijital (0/1) Elektrokimyasal
Bellek Adresli fliskilendirici
Esneklik Sinirh Ogrenebilir
Hata Toleransi Diisiik Yiiksek

Tablo 1. Beyin ile bilgisayarin temel farklari
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Kitap, yalnizca hesaplama biliminin temel taslarini degil, insan zihninin ne kadar "hesaplanabilir”
oldugunu da sorgular. Von Neumann’in net ve sistematik anlatimi, okuyucular icin hem kavramsal
hem ilham verici bir kesif sunar. Bu kisa ama yogun metin, modern matematiksel diisiincenin nerelere
uzanabilecegini gormek isteyenler i¢in kacirilmamasi gereken bir eserdir.

Bugiin kullandigimiz bilgisayarlar, “Von Neumann mimarisi” olarak bilinen bir yap1 iizerinde kurul-
mustur. Bellek, islemci ve veri akigini diizenleyen ilk kisi von Neumann’dir. Onun olusturdugu bu yapi,

halen cep telefonu, diz iistii bilgisayar ve hatta siiper bilgisayarlarin temelini olusturmaktadir.

Von Neumann’in 1945’te olusturdugu mimari sema asagidaki sekilde ifade edilebilir:

Giris Birimi

Kontro@'—){ ALU (Aritmetik-Mantik)

1
I
Program & Veri |
1

\

3
Bel

%]

Cikis Birimi

Bu asamadan sonra, 1950’de Turing’in {inlii Computing Machinery and Intelligence makalesi yayim-
lanmustir. Ik kez 1958 yilinda yayimlanan Bilgisayar ve Beyin kitabinin ardindan 1960’larda manyetik
cekirdek hiicreli bellekler kullanilmaya baglanmaistir.

Bu boliimii, Cahit Arf’in, von Neumann ile ilgili sozleri ile noktalamak istiyorum. Bir sohbet sirasinda
bir arkadasi Cahit Arf’a, “Sen Tiirkiye’nin von Neumann’isin.” der. Bunun iizerine, Arf arkadasina von
Neumann ile karsilasip karsilasmadigini sorar. Arkadasi karsilasmadigini sdyleyince Cahit Arf soyle
devam eder: “Ben kargilastim. Adam o kadar hizli diisiiniip, o kadar hizli konusuyor ki sdylediklerini
anlayip takip edemedim, hem de bildigim ya da bildigimi sandigim matematikti sohbet konumuz.”

Film Onerisi: Adventures of a Mathematician, 2020.
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B Mustafa inan: Bilimle Yasayan Bir Onciiniin Romani

Bir Bilim Adaminin Romani — Oguz Atay, iletisim Yayinlari (2024)

Tiirkiye’nin modern bilim ve miihendislik tarihinin mihenk taslarindan
O ~ biri olan Mustafa Inan, bilimsel azmi ve vizyonuyla iilkemizde bilim

gll Z kiiltiiriiniin gelismesine biiyiik katki saglamistir. Yasam Oykiisii, TU-
BITAK’1in Bilim Adam Yetistirme Grubu’na ait bir proje kapsaminda,

At S 7 ogrencisi Oguz Atay’in kaleme aldig1 Bir Bilim Adaminin Romani (1975)
ay adli biyografik romana konu olmustur. Onséziinii Cahit Arf'in yazdig
. o, roman, her ne kadar ismarlama olarak yazilmis olsa da hem akade-
Bir Bilim misyen hem de basarili bir yazar olan Atay’in giiclii kalemi sayesinde
Adanunin bilim tarihine 6nemli bir katki sunulmustur. Atay, bu degerli bilim in-
R()m@m saninin hayatini ve i¢ diinyasini edebi bir dille gbzler 6niine sermistir.
fiol o Mustafa Inan’1 yalnizca basarili bir miihendis ve akademisyen olarak
degil, ayn1 zamanda bilimsel ideallerle yogrulmus bir insan olarak tas-
vir eder. Kitapta Inan’in disiplinli ¢alismalari, Tiirkiye'nin kalkinmasi
icin verdigi miicadele ve akademik yasamindaki zorluklar derinlikli bir
sekilde ele alinir. Bu yoniiyle eser, bilim insani olmanin yalnizca teknik
bilgi birikimi degil, ayn1 zamanda biiyiik bir sabir, inang ve toplumsal
sorumluluk gerektirdigini ortaya koyar. Inan’in teknik basarisinin 6tesinde, onun bilimsel siirece yakla-
simini, arastirma etigini ve insani yonlerini de okuyucuya aktarir. Akademik biirokrasi, kaynak sikintisi
ve zaman zaman yalnizlik gibi zorluklar, bilimsel tutkusu karsisinda kiigiik kalir.

Mustafa Inan bir insaat miihendisi idi. Ancak, kendisi gibi insaat miihemdisi ve akademisyen olan
ogrencisi Atay’in kaleminden ¢ikan bu romanda da goriilebilecegi gibi Inan’1 bir matematikgi olarak
anmak kesinlikle yanlis degildir. Kendisi iilkemizde yapilan matematik calismalarinin gelismesi icin
katkida bulunmaya siirekli ¢caba gostermistir. Uzmanlik alanindan 6nce matematigin dogru bir sekilde
yerlesmesi icin calismistir. Hatta arkadaslar1 kendisinden Kerim Erim’in docenti olarak bahsederler.
(Kerim Erim, Tiirkiye’nin ilk doktorali matematik¢isidir ve Cumhuriyet tarihimizin 6nemli matematikgi-
lerindendir.) Ayrica, edebiyat ve dil basta olmak iizere, pek cok konuya ilgi duyan Inan, Dil ve Matematik
baslig1 ile bir makale de yayimlamistir (dil calismalarina devam etmek istese de ne yazik ki émrii vefa
etmemistir). Bu baglamda roman, 6zellikle matematik ve fen bilimleri 6grencileri icin yol gosterici
bir nitelik tasir. Mustafa Inan’in hayati, geng bilim insanlarina sadece mesleki basari igin degil, ayni
zamanda bilime ve topluma karsi duyulan sorumlulugun 6nemini de hatirlatir. Oguz Atay’in etkileyici
anlatimi, bilim diinyasinin soguk yiizliniin ardindaki insani dokuyu basariyla ortaya koyar. Mustafa
Inan’in bilimsel mirasi, Atay’in kalemiyle nesilden nesile aktarilirken, okuyucuda bilimin yalnizca bir
meslek degil, bir yasam bicimi oldugu bilinci pekisir. Kisaca, Bir Bilim Adaminin Romani, matematige
ve bilime goniil veren herkes icin ilham verici, diistindiiriicii ve 0gretici bir bagvuru kaynagidir.

Sunu da ifade etmek gerekir ki, Adana’nin bir kdyiinden yola cikarak, tilkesini kalkindirmak i¢in 6nemli
adimlara ve biiyiik basarilara imza atmis olan Inan, o dénemki gen¢ cumhuriyetimizin ¢ok énemli bir
kazanimudir. Tiibitak’in ve Tiirk Matematik Dernegi’nin kuruculari arasinda yer alan Mustafa Inan’in
esi Jale Inan da Tiirkiye'nin ilk kadin arkeologudur.

Ek Okuma Onerisi: Ne yazik ki lilkemizdeki arsiv yetersizliginden, degerli matematik¢imiz Prof.
Dr. Kerim Erim hakkinda detayli bir biyografi yazilamamis olsa da, bilim tarihc¢ilerimizden Osman
Bahadir'in kaleme aldigi, Anahtar Kitaplar tarafindan 2006’da yayimlanan “Matematikte Bir Oncii
Kerim Erim” biyografisini okumanizi da tavsiye ederim.
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Matematikte bazi sorular vardir ki, sadece yaniti degil ~hatta yaniti bulunamamis olsa bile- yanita giden
yolun kendisi de tiimiiyle yepyeni teorilerin dogmasina neden olabilmektedir. Fermat’'nin Son Teoremi
iste bu tiirden bir sorudur. 17. yiizyilda iinlii Fransiz matematikg¢i Pierre de Fermat tarafindan ortaya atilan
bu teorem, n > 2 icin " " 0

X"+ yt=z
denklemini saglayan bir (x,y, z) pozitif tam say1 {i¢liisiiniin bulunamayacagini iddia eder. Fermat, bu
teoremin “harika bir ispatin1” buldugunu ama kitabin kenar bosluguna sigdiramadigini yazmistir. Boylesi
bir iddia, takip eden yiizyillar boyunca sadece matematikcileri biiyiilemekle kalmamis, aynit zamanda
coziimii 1994 yilinda Andrew Wiles tarafindan saglanana kadar, matematik diinyasinda biiyiik bir merak
ve tartisma konusu olmustur.

Fermat'nin Son Teoremi’nin ¢ozlimiine yonelik cabalar, 6zellikle 19. yiizyilda, matematikte devrim nite-
liginde baz1 gelismelere yol agmistir. Bu donemde Gauss, sayilarin cebirsel yapisini anlamak igin karmasik
tam sayuar ve modiiler aritmetik gibi kavramlari gelistirmistir. Dirichlet, aritmetik fonksiyonlar ve Dirichlet
karakterleri ile asal sayilarin dagilimini anlamaya ¢aligmis, ayn1 zamanda cebirsel say1 cisimlerinin temelini
atmistir. Kummer, Fermat'nin teoremini ¢zmek igin cevrimsel bolme (cyclotomy) kurami iizerinde calis-
mis ve bu kurama onemli katkilar saglamis, ayrica bazi halkalarda tek tiirlii carpanlara ayirma 6zelliginin
kayboldugunu fark eden ilk matematikci olmustur. Bununla da kalmayarak bu eksikligi telafi etmek icin
ideal sayilar kavramini ortaya koymustur. 19. ylizyilin sonlarinda Dedekind, Kummer’in fikirlerini gelisti-
rerek idealler kavramini bugiinkii anlamiyla tanimlamis ve cebirsel say1 kuraminin temellerini atmistir. Bu
matematikcilerin ¢alismalari, sadece Fermat'nin teoremini anlamaya yonelik degil; ayni zamanda tek tiirlii
carpanlara ayirma 6zelliginin hangi yapilarda gecerli oldugunu sorgulamakla ilgilidir. Bu sorgulama
ise, bugiinkii anlamiyla modern cebirsel say1 kuraminin dogmasina neden olmustur. Matematigin altin
caglarindan biri olarak kabul edilen bu dénemi bu kadar kisa bir 6zetle anlatmak elbette ki yeterli degildir.
Ancak, bu yazinin amagcladig1 kapsamin 6tesine gegcmemek icin, bu donemin onemli matematikg¢ilerini
ve onlarin katkilarini, belli bir motivasyon cercevesinde kisaca anmakla yetinecegiz. Dileyen okurlarimiz
daha ayrintil bilgi edinmek icin [1, 2, 4] kaynaklarini inceleyebilirler. Ayrica, halkalarda carpanlara ayirma
konusu iizerinde yazilan son derece giizel bir kitap icin [5] kaynagindan bahsetmemek de haksizlik olur.

tam sayilarin en dikkat cekici 6zelliklerinden biri de her tam sayinin carpimsal olarak en kiiciik
bilesenlerine (bir nevi atomlarina) ayristilabilmesidir. Ornegin, 6 = 2 x 3 ve 64 248932117 = 12912 x 38557
gibi. Daha genel konusmak gerekirse, sifirdan farkli, 1 ve -1 disindaki (ileride tanimlanacak oldugu gibi
birimsel olmayan) her tam say1 asal sayilarin ve birimsel carpanlarin (1 veya -1) bir ¢carpimi olarak yazilabilir
ve bu yazim carpanlarin siralanmasi dikkate alinmadiginda tek tiirliidiir. Antik caglardan beri bilinen
tam sayilardaki bu 6zellik (bkz., [3]), Aritmetigin Temel Teoremi olarak bilinir. Burada siralamaninin
dikkate alinmamasi dogaldir. Ornegin 6 sayisi icin 2 X 3 ve 3 x 2 gibi farkli ¢arpanlara ayirmalar olsa da, bu
yazimlarin her ikisi de ayni1 asal carpanlari igerir ve her ikisi de 6 sayisinin nasil parcalandigi ile ilgili bize
ayni bilgiyi verir.

Yukarida bahsedilen bu 6nemli 6zellik, tam sayilarin cebirsel yapisinin temel taslarindan biridir ve
literatiirde ayn1 zamanda “tek tiirlii carpanlara ayirma” 6zelligi olarak da bilinir. Ancak, bu 6zellik sadece
tam sayilar icin gecerli degildir; rasyonel (gercel veya karmasik katsayili) polinomlar da benzer bir 6zellige
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sahiptir. Buna gore sifirdan farkl sabit olmayan her polinom ileride indirgenemez diye tabir edecegimiz
polinomlar ile bir sabit polinomun carpimi olarak yazilabilir ve bu yazim da siralama farkiyla tek tiirliidiir.
Ornegin 2x7 ~ EXS .\ §x3 ~ gx

5 5 5 5

polinomunu 12 1
= x-(x=1D-(x+1)-(x*+2)
5 2

seklinde yazabiliriz. Ustelik bu yazim daha fazla sayida ¢arpanin bulundugu bir yazima da doniistiiriilemez.

Eger bu 6zelligi karmasik katsayili polinomlar i¢in konusuyorsak, o zaman sifirdan farkli sabit olmayan

her polinomun, dogrusal polinomlarin carpimi olarak tek tiirlii yazilabildigini goriiriiz. Bu 6zellik Cebirin

Temel Teoremi olarak bilinir.

tam say1lar ve polinomlar gibi birbirinden oldukca farkli yapilarda ayni fenomenin — yani tek tiirlii
asal carpanlara ayirma 6zelliginin — gerceklestigi dikkatlerden kagmamustir. Bu gozlem, su sorular1 akla
getirebilir:

« Tek tiirlii carpanlara ayirma 6zelligi bagka yapilarda da goriilebilir mi?
« Bu ozelligi tartismanin anlaml oldugu her yapida kendiliginden ortaya ¢ikmasi beklenebilir mi?

Bu sorularin cevaplarini sirastyla evet ve hayir olarak verebiliriz. Bu cevaplara gegcmeden 6nce, carpanlara
ayirma fenomenini tartisabilecegimiz bir zemin olusturalim: degismeli ve birimli halkalar.

Bir halka, {izerinde + simgesi ile gosterilen ve adina toplama denilen bir islem ve - ile gosterilen ve
adina ¢arpma denilen bir bagka islemin tanimli oldugu ve bu islemlerin bazi cebirsel kurallara uydugu bir
kiimedir. Daha agik olarak, bostan farkl bir R kiimesi icin (R, +, -) sistemi asagidaki 6zellikleri tasiyorsa,
bu sisteme bir halka denir:

(H1) (R, +) bir abelyan gruptur; yani

- Toplama islemi kapalidir: her a,b € Rigin, a + b € R,

Toplama islemi birlesmelidir:

hera,b,c e Ricin(a+b)+c=a+ (b+c),

Toplama islemi degismelidir: her a,b € Ricin,a+b =b + a,

Toplama islemi icin birim eleman vardir: O € R vardir dyle ki, her a € Rigina + 0 = a,
Her 6genin bir tersi vardir: her a € R i¢in bir —a € R bulunur 6yle ki, a + (—a) = 0.

(H2) Carpma islemi kapalidir ve birlesmelidir; yani her a,b,c € Rigin(a-b)-c=a-(b-c).
(H3) Toplama isleminin ¢carpma islemi tizerine dagilma 6zelligi vardir: her a,b,c € Ricina - (b +¢) =
a-b+a-cve(b+c)-a=b-a+c-a.

Eger, ek olarak, carpma islemi de degismeli ise, yani her a,b € Ricina -b = b - a ise, bu halka
degismeli halka olarak adlandirilir. Eger carpma islemi i¢in birim eleman varsa, yani her a € R i¢in
a-1 = a =1-aolacak sekilde 1 € R varsa, bu halkaya bir birimli halka denir. Dikkat edilirse bir
igslemin birim elemani varsa bu eleman tek olmak zorundadir. Buna gore birimli bir halkanin ¢carpimsal (ve
toplamsal) birimini tek bir sembolle 6zellikle aligkin oldugumuz sekilde 1 ile (ve O ile) gostermekte bir
sakinca yoktur. Zaman zaman carpimsal birimin 1 tam sayisi ile karigmasini 6nlemek icin carpimsal birimi
1y biciminde de gOsterebiliriz. Son olarak say1 sistemleri ile calisirken 6teden beri alistigimiz gibi carpma
islemini - ile gbstermek yerine carpilan terimler arasina bogluk birakmay1 da tercih edebiliriz.

Pek cok farkli karakterde halkaya rastlamak miimkiiniidiir. Ornegin tam sayilar halkas1 Z, n > 1 tam
sayl modiiliine gore kalan siniflarinin halkasi Z,,, rasyonel sayilar halkas1 Q, reel sayilar halkas1 R ve
karmasik sayilar halkasi C birer degismeli ve birimli halkadir. Ayrica, degismeli ve birimli bir R halkasi
tizerindeki polinomlarin kiimesi R[x] de degismeli ve birimli bir halkadir. Burada R[x] halkasi, R'deki
katsayilar ile tanimhi x degiskenine bagh polinomlarin kiimesidir. Bunlarin disinda, herhangi bir R halkasi
tizerindeki n X n matrislerin halkasi M, (R) bir halka olmakla birlikte, degismeli degildir. Herhangi bos
olmayan bir X kiimesi {izerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin kiimesi de bilinen fonksiyon toplami
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ve carpimina gore bir halka olusturur. Bu halka degismeli ve birimli bir halkadir; fakat boyle olmasina
ragmen tam sayilar halkasindan epeyce farklidir.

Iki halkanin birbirine benzerligi ya da farklilig1 igin 6l¢iit olabilecek pek ¢ok kavram ve dzellik vardir.
Halkalar bu 6zellikler tizerinden karsilastirilabilir ve siniflara ayrilabilir. Bu yazinin konusu olan tek tiirlii
carpanlara ayirma 6zelligi de bu 6zelliklerden biridir.

Bir halkay1 tanimlamak i¢in secilen ve yukarida (H1)-(H3) aksiyomlari ile verilen 6zellikler her halkada
saglanmasi beklenen temel 6zelliklerdir ve birbirlerinden bagimsizdir (yani ek kosullar olmadan birbirle-
rinden mantiksal gerektirmeler ile elde edilemezler) ve bunlardan elde edilebilen bazi 6zellikler ise say1
sistemleri ile caligirken kullanmay sevdigimiz 6zelliklerdir. Ornegin, herhangi bir R halkasinda her a € R
icin Og - a = a - O = O dir. Bu 6zellik, aksiyomlar arasinda yer almasa da (H1)-(H3) aksiyomlarindan
kolayca elde edilebilir. Fakat, her a,b € Ricin a - b = O olmasi a = Oy ya da b = 0y olmasini gerektirmez.
Ornegin Z, kalan sinif halkasinda 2 - 2 = 0 dir. Bu 6zellige sahip olan degismeli ve birimli halkalara tamlik
boblgesi denir. Yani, R bir tamlik bolgesi ise, a,b € Rve a - b = Oy ise, a = O veya b = 0 olmalidir. Bu
yoniiyle bir tamlik bélgesinin tam sayilar halkasina benzer oldugunu soyleyebiliriz. Ornegin bir tamlik
bolgesinde sadelestirme islemi yapilabilir; yani a,b,c € Ricina -b = a - cve a # 0y ise b = c olur. Bu
denklem ¢ozmede ise yarayabilecek iyi bir 6zelliktir; ancak, tamlik bélgesi olma 6zelligi, bir halkada asal
carpanlara ayirma 6zelliginin varlif igin yeterli degildir. Bunu ileride daha somut olarak gorecegiz.

Yukaridaki tartismalarin 15181nda, asal say1 ve indirgenemez polinomlar, yasadiklar1 evrenin temel yap1
taslaridir; evrenin onemli bir boliimii bu temel yapi taslarinin carpimsal birlesimlerinden olusur. Bu durum
bu halkalar1 mimari olarak cazip bir hesaplama ortami haline getirir. Ancak, bu yapi taslarinin varhigi ile
bu yapi taslarina tek tiirlii olarak ayristirilabilme 6zelligi arasinda dogrudan bir bag yoktur. Fakat yine de
oncelikle varliklarini ele almak gerekir. Bunun i¢in bu yapi taglarinin nasil tanimlandigina bir bakalim:

Tanim 1. (Asal ve indirgenemez Elemanlar)

R degismeli ve birimli bir halka olsun.

« Eger bir u € R elemaninin R icinde ¢arpimsal tersi varsa, yani u - u~! = 1; olacak sekilde u= € R
varsa —ki bu durumda u~! tek tiirlii belirlidir- u elemanina R’nin bir birimsel (unit) eleman1 denir.

» a,b € Ricin a = u - b olacak sekilde bir u € R birimsel elemani varsa “a, b ile ilgilidir” denir ve
a ~ b seklinde yazilir.

» p € R, sifirdan farkli birimsel olmayan bir eleman olsun. Eger her a,b € Ricin p | abiken p | a
veya p | b oluyorsa p’ye R’nin bir asal (prime) elemani denir.

» p € R, sifirdan farkli birimsel olmayan bir eleman olsun. Eger her a,b € R icin p = ab yazilabil-
mesi ancak a veya b’nin birimsel olmas1 durumunda miimkiin ise p’ye R’nin bir indirgenemez
(irreducible) elemani denir.

Bilindigi gibi tam sayilarda asal ve indirgenemez elemanlar aynidir; ancak genel olarak bu iki kavram
birbirinden ayrilir. Ornegin Z, halkasinda 2 bir asal elemandir; ancak indirgenemez degildir, ¢iinkii2 = 2-4
oldugu halde ne 2 ne de 4 birimsel eleman degildir.

Ancak R bir tamlik bolgesi ise is degisir: bir tamlik bolgesinde her asal eleman indirgenemezdir. R
bir tamlik bolgesi ve p € R asal olsun. p = ab olacak sekilde a,b € R elemanlar1 varsa, p | ab olur. Bu
durumda p | a veya p | b olmalidir. Genelligi bozmadan p | a oldugunu varsayalim. O zaman a = pc olacak
sekilde ¢ € R vardir. Buna gore p = ab = pcb olur. Tamlik bolgelerinde sadelestirme 6zelligi oldugundan
1 = cb olur; yani b birimseldir. Ote yandan p | b oldugunu kabul ettigimizde a’nin birimsel eleman olmasi
gerekir. Yani, p = a - b yazimi ancak a veya b birimsel eleman ise miimkiindiir. Bu da p’nin indirgenemez
oldugunu gosterir. Bir tamlik bolgesinde her asal eleman indirgenemez oldugu halde her indirgenemez
eleman asal olmayabilir. Bunun 6rnegini ileride verecegiz.

Bir tamlik bolgesinin elemanlarinin ilgili olmasi 6zelligi tam sayilarda mutlak degerce esit olma 6zelli-
gine denk gelir. Bunun nedeni tam sayilarin birimsel elemanlarinin yalniz 1 ve -1 olmasidir. Genel olarak
tamlik bolgelerinde cok sayida birimsel eleman bulunabilir. Ornegin C[x] polinom halkasinda sifirdan
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farkl tiim karmasik sayilar birimseldir. R bir tamlik bolgesi olmak iizere eger bir b elemani a elemani ile
ilgili ise, 0 zaman a elemani da b elemanu ile ilgili olur. Yani, a ~ b ise b ~ a olur. Aslinda bir u birimsel
elemani icin a = u - b olmas1 b = u~! - a olmasi ile esdegerdir. Dahasi, ~ bagintisi bir denklik bagintisidir.
Dikkat edilirse a ~ bise a | b ve b | a olur. Tamlik bolgelerinde bunun tersi de dogrudur; yani a | b ve
b | aise a ~ b olur. Ancak yalnizca a | b olmasi a ~ b olmasini gerektirmez. Buradaki istisnai durum b
indirgenemez iken a’nin birimsel olmamasi durumudur. Buna gore b = a - ¢ olacak sekildeki her ¢ elemani
birimsel olmak zorundadir. Ozel olarak iki indirgenemez elemandan birinin digerini bolmesi ilgili olmalar
icin yeterlidir. Yani, p ve q indirgenemez elemanlar ve p | q ise p ~ g olur.

Her ne kadar asal carpanlara ayirma 6zelligi olarak dile getirilse de bu 6zellik aslinda bir halkadaki
indirgenemez elemanlar iizerinden tanimlanir. Fakat bu bir sorun degildir; ¢linkii sifirdan farkli birimsel
olmayan her elemanin indirgenemez elemanlarin carpimi seklinde tek tiirlii yazilabildigi halkalarda asal
ve indirgenemez elemanlar arasinda bir ayrim yoktur. Carpanlara ayirma konusu ele alindiginda akla
indirgenemez elemanlarin gelmesi son derece dogaldir. Ornegin bir tamlik bolgesinde bir a elemaninin iki
carpana ayrilmasi a = b - c esitligi ile ifade edildiginde, b ve c elemanlarinin birimsel olmayan carpanlar
olmasi, benzer bir soruyu hem b hem de ¢ icin sormamizin 6niinii acar. Yani, b ve ¢ elemanlarinin da
carpanlara ayrilip ayrilmadigini sorgulayabiliriz. Eger b ve c elemanlar1 da birimsel olmayan carpanlara
ayrilabiliyorsa, bu islemi ortaya cikan tiim yeni carpanlar icin tekrarlayabiliriz. Bu islemi tekrarladigimizda
eger bir adimdan sonra hicbir carpanin daha fazla birimsel olmayan carpana ayrilamadigini goriirsek,
elde edilen carpanlar indirgenemez elemanlar olurlar. Boyle bir durumda elde edilen yazim da a’nin
carpanlara ayrilmasi olarak maksimal indirgenemez carpan kiimesinin kullanildigi bir yazim olur. Bu
simdilik indirgenemez elemanlarin ¢arpimi olarak yazilabilme konusudur. Eger bu tiirden her yazim
bir anlamda tek tiirlii ise o zaman tek tiirlii carpanlara ayrima 6zelligi ad1 verilen 6zellik ortaya c¢ikar.
Peki bu tek tiirliiliigii nasil tanimlayacagiz? Elbette ki bazi1 yazimlari esdeger kabul ederek. Oncelikle
carpmanin degismeli olmasi nedeniyle, carpanlarin siralanmasinin ayirt edici olmadigini kabul edebiliriz.
Yani,a = b - c ve a = c - b yazimlar birbirine esdeger sayilir. Bunun disinda, eger b ve ¢ birimsel olmayan
carpanlar ise, b ve c¢’nin birimsel katlar1 olan —b ve —c ile de ayn1 yazimi elde edebiliriz. Yani,a = b - ¢
ve a = (—b) - (—c) yazimlari da birbirine esdeger sayilir. Daha genel olarak, eger b ve c birimsel olmayan
carpanlar ise, herhangi bir u € R birimsel eleman1 i¢cin b - ¢ = (u - b) - (u™! - ¢) esitligi saglanir. Ornegin
yine rasyonel katsayili x> — 1 polinomunu ele alirsak her k > 0 tam sayis1 igin

x2—1=2kx =282 kx +27%

yazilabilir. Tiim bu yazimlar birbirinden ayiran tek sey sadece sabit carpanlardir. Yani 25x — 2K = 2K(x — 1)
ve 2 Kx +27F = 27K (x +1). Baska bir 6rnek olarak, 6 sayisini ele alalim. 6 = 2-3ve 6 = (—2)-(—3) yazimlar1
birbirine esdegerdir. Burada, 2, 3, —2 ve —3 indirgenemez elemanlar; —2, 2’nin, —3 ise 3’{in birimsel katidir.
Bir elemanin birimsel katlar1 o eleman ile carpimsal olarak ayni 6zellikleri tasir. Ornegin bir x elemani bir
y elemanini bolerse, x’in ilgili oldugu tiim elemanlar da y’nin ilgili oldugu tiim elemanlari béler. Yani, u ve
v birer birimsel eleman olmak {izere eger x | y ise u - x | v - y olur. Diger taraftan x’in {irettigi temel ideal
(x) ile ux’in iirettigi temel ideal (ux) esittir. Bu nedenle, ¢arpanlara ayirma islemlerinin ilgililik araciligiyla
cesitlendirilebiliyor olmasi, carpanlara ayirma isleminin tek tiirliiliigiinii etkilemez.

Tanim 2. (Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma Bélgesi)
R bir tamlik bolgesi olsun. Eger

(1) sifirdan farkl birimsel olmayan her x € R elemani, herhangi ikisi ilgili olmayan py, ..., p, € R
indirgenemez elemanlar, u birimsel eleman ve k, ..., k,, pozitif tam sayilar olmak {izere x =

u pll(1 pl,j" biciminde ¢arpanlarina ayrilabilir ve

() ky,...,k,, 1y, ..., 1, pozitif tam sayilari, R’nin herhangi ikisi ilgili olmayan indirgenemez elemanla-
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rindan olusan {p;, ..., p,} ve {q1, ... , @,n } klimeleri ile u ve v birimsel elemanlari i¢in

k k l l
X = upll ...pn" = vq11 qn’;’

esitlikleri saglandigindan = mve her 1 <i < nicin k; = I}, ve p; ~ q;, olacak sekilde j; indisleri
varsa,

bu halka tek tiirlii carpanlara ayirma boélgesi (TCB) olarak adlandirilir.

Yukaridaki tanim kabaca sunu ifade eder: Eger R bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi ise, o0 zaman

1. R’nin sifirdan farkli birimsel olmayan her elemani, indirgenemez ¢arpanlarina ayrilabilir;

2. R’ninsifirdan farkl birimsel olmayan bir elemaninin herhangi bir indirgenemez ¢arpanlara ayrilisinda
ayni sayida tekrar eden ve birbirleri ile ilgili olmayan sabit sayida indirgenemez carpan bulunur ve
bunlar herhangi iki ¢arpanlara ayrilista ikiser ikiser ilgili olma 06zelligi ile eslestirilebilir. Daha acik
olmak gerekirse x = upll{1 pﬁ" ve x = vqll1 qi}l", x’in iki indirgenemez carpanlarina ayrilisi ise
n =mve{p,..,p,} kimesinden {q,, ..., g,} kiimesine Gyle bir o birebir eslemesi tanimlanabilir ki
her1 <i <nigink; = l;;) ve p; ~ qg;) olur.

Aritmetigin Temel Teoremi bize tam sayilar halkasinin bir TCB oldugunu soyler. tam sayilar disinda
rasyonel katsayili polinomlar halkasi Q[x]’in de bir TCB oldugunu sdyleyebiliriz. Bu iki halka, tek tiirlii
carpanlara ayirma 6zelligini tasiyan en yaygin orneklerdendir. Ancak, bu 6zellik sadece tam sayilar ve
polinomlar icin gecerli degildir; baska degismeli ve birimli halkalarda da bu 6zelligi gormek miimkiindiir.
Ornegin, Z[i] Gauss tam sayilar1 halkasi da bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesidir.

Gauss tam sayilari, reel ve imajiner kisimlar: tam say1 olan karmasik sayilardir. Bunlarin kiimesini
Z[i] ile gosterecegiz. Buna gore Z[i] = {a + bi | a,b € Z} olur. Bu kiimenin, karmasik sayilarin bilinen
toplama ve carpma iglemleri ile bir tamlik bolgesi oldugunu gérmek zor degildir. Bu halka, Carl Friedrich
Gauss’un asal sayilarla ilgili yaptig1 calismalarda ele alinmistir. Gauss, bu halkada tek tiirlii carpanlara
ayirma Ozelliginin bulundugunu gérmiis, bunun gibi 6zellikler araciligiyla tam sayilar hakkinda daha
fazla bilgi elde edilebilecegini ortaya koymustur. Bdylece tam sayilardan daha genis bir sistemde aritmetik
ozellikleri incelemenin yine tam sayilar ile ilgili nemli bilgiler sunabilecegi fark edilmistir. Ornegin,
Richard Dedekind, Z[i] halkasindaki aritmetigi kullanarak Fermat'nin iki-kare teoremi olarak bilinen
iinlii teoremi icin 1877 ve 1894 yillarinda en az iki ispat vermistir. Bu teorem, bir asal sayinin iki kare olarak
yazilabilmesi icin gerekli ve yeterli kosullar belirler. Bu teoremin ispati ile ilgili detaylari ilerideki yazi
dizilerimizde ele alacagiz.

Z[i] Gauss tam sayilar1 halkasinin tek tiirlii ¢carpanlara ayirma 6zelligi, yine tam sayilar halkasinda
bulunan bagka bir aritmetik 6zellikten faydalanilarak elde edilebilir: bolme algoritmasi. Antik caglardan
beri bilinen tam sayilarin bu 6zelligi su sekilde ifade edilir: hera,b € Zve b # Oicina = bg+rve0 <r < |b|
olacak sekilde tek tiirlii belirli q, r tam sayilar1 bulunabilir. Burada g boliim, r ise kalan olarak adlandirilir.
Buna gore her tam sayi sifirdan farkli bir tam sayiya boliiniir ve bu bélme isleminden bir b&liim bir de kalan
tek tiirlii olarak elde edilir. Buna benzer bir 6zellik Z[i] halkasinda da bulunur, ancak bunu matematiksel
olarak ifade ederken yukarida oldugu gibi mutlak deger fonksiyonunu kullanamayacagimiz aciktir. Bunun
yerine, Z[i] halkasi {izerinde norm adi verilen tam say1 degerli bir N fonksiyonu tanimlayacagiz. Bu N
fonksiyonu, her z = a + bi € Z[i] icin N(z) = a? + b? seklinde tanimlanir. Norm fonksiyonun asagidaki
ii¢ ozelligi dikkate degerdir:

o Her z € Z[i] icin N(z) > 0 ve N(z) = 0 ancak ve ancak z = 0.
« Sifirdan farkli her z € Z[i] icin N(z) > 1.
« Norm, ¢arpma islemi ile uyumludur: Her z,, z, € Z[i] i¢in N(z,z,) = N(z;)N(z,).

Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 1.
(1) Sifirdan farkl her x,y € Z|[i] icin eger x | y ise N(x) < N(y) olur.
(2) Herx,y € Z[ilvey # 0 i¢in, x = yq + r ve N(r) < N(y) olacak sekilde q,r € Z|[i| bulunabilir.

Kanit. (1) Eger x | y ise, y = xc olacak sekilde ¢ € Z[i] vardir. Dikkat edilirse y # 0 oldugu icin ¢ # 0 ve
bdylece N(c) > 1 olur. Bu durumda, N(y) = N(xc) = N(x)N(c) > N(x) elde edilir.

(2) C karmagik sayilar kiimesinde bilinen bélme islemi uygulanirsa % = a + fi olacak sekilde o, f € Q
bulunabilir. Her reel say1 bir tam sayinin 1/2 kapali komsuluguna diiseceginden,« = n+a’ ve f = m + 8/
olacak sekilde n,m € Z ve o', 8’ € [-1/2,1/2] rasyonel sayilar1 bulunabilir. Buna gore % =a+pi=
(n+a)+(m+p")i = (m+mi)+(a’ +B'i) yazilabilir. ¢ = n+miver = (a’ + i) -y denirse x = yg+r olur.
Ayrica N(r) = N(a' + B'i)N(y) < (i + i)N(y) = %N(y) < N(y) elde edilir. Boylece kanit tamamlanmig
olur. O

Ornegin x = 5+2ivey = 2—i elemanlarini ele alahm. C'de 3 = §+§i olur. Buna gore 2 = 2—2, | —% |<
1.9 1 1, 1 o x . 27 1, . 201,
Sves = 2— o | -3 |< 3 yazilabileceginden, = 2+20)+ (_E - gl), buradan da x = y(2 +21)+y(—g - gl)
elde edilir g =2+ 2iver = y(—% — %i) denirse r = —1ve x = yq + r = y(2 + 2i) — 1 bulunur. Ustelik
N(r) =1 < N(y) = 5 olur. Ancak tam sayilar halkasinin aksine burada elde edilen boliim ve kalan tek
tiirlii degildir. Ornegin x = 5+ 2ive y = 2 — i icin x = yq + r ve N(r) < N(y) olacak sekilde iki farkli g, r
cifti bulunabilir: 5+ 2i = (2 —i)(2 + 2i) —1ve 5+ 2i = (2 —i)(1 + 2i) + (1 — i). Ancak bu durumun Z[i]
halkasinin tek tiirlii carpanlara ayirma 6zelligine olumsuz bir etkisi yoktur.

Asagidaki teorem Z[i] halkasinda bélme algoritmasinin varliginin énemli bir faydasini ortaya koyar:

Teorem 2.
Z[i] halkasinda asal ve indirgenemez elemanlar aynidr.

Kamnit. Z[i] bir tamlik bolgesi oldugundan, yukarida da gosterildigi gibi, her asal eleman indirgenemezdir.
p € Z[i] indirgenemez olsun. Kabul edelim ki a,b € Z[i] i¢in p | ab olsun. Kabul edelim ki p } a
olsun. Bolme algoritmasindan, a = p - q; + r, ve N(r;) < N(q;) olacak sekilde q,,r, € Z[i] bulunabilir.
p 4 a oldugundan r; # 0 olur. Bélme algoritmasini bir kere daha p ve ry cifti icin uygulayalim. Buna gére
D =71 qy+ryve N(ry) < N(rp) olacak sekilde g,, 7, € Z[i] bulunabilir. Bu sekilde devam ederek

a = p-q+r;veN(r;) <N(p)
ry-qy+ry,ve N(ry) < N(ry)
rn = ry-q3+r3ve N(r3) < N(ry)

Fici = Ti- Qi1+ g Ve N(riyp) < N(ry)

seklinde esitlikler elde edilebilir. Bu sekilde esitlikler elde edilmesi igslemine Oklid algoritmasi denir. N(p) >
N(r;) > N(ry) > ... > N(r;) > N(r;41) > 0 oldugu icin sonlu bir adim sonunda bolme algoritmasindan sifir
kalani elde etmemiz gerekir. Dolayisiyla bir n pozitif tam sayisi icin r,, = 0 olmak zorundadir. Yanir,_, =
Fn_1 - q, olur. Buna goére r,,_; | r,_, olur. Oklid algoritmasindaki bir dnceki esitlik r,,_3 = r,_5 - @u_1 + Fn_1
oldugundan r,,_; | r,,_3 elde edilir. Bu sekilde devam ederek r,,_; | 7,2, ¥p—1 | Fn—zs-es¥p_1 | Dy -1 |l @
elde edilir. p indirgenemez oldugundan ya r,,_; birimseldir ya da p ile ilgilidir. Fakat eger r,,_; p ile ilgili
ise r,,_; | a oldugundan p | a olmak zorundadir. Bu da kabuliimiiz ile celisir. Dolayisiyla r,,_; birimseldir.
Simdi Oklid algoritmamizdaki tiim esitlikleri b ile garpalim:

ab = pbg, +rb
pb = ribgy+ryb
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rlb = rzbq?, + r3b
rn3b = 1, 5b-qu_q+7r,_1b
rn—2b = rn—lb *dn

p | ab oldugundan ilk esitlikten p | r, b olur. Ikinci esitlikten p | r,b olur. Bu sekilde devam ederek p | r,_;b
elde edilir. Fakat r,,_; birimseldir. Dolayisiyla p | b olur. Bu da p’nin asal oldugunu gosterir. O

Teorem 3.
Z[i] halkast bir TCBdir.

Kanit. Once sifirdan farkli birimsel olmayan her x € Z[i] elemaninin indirgenemez elemanlarin bir
carpimu ile ilgili olabildigini gosterelim. Aksini kabul edelim; yani Z[i]'nin sifirdan farkli birimsel olmayan
bir z elemani, indirgenemez elemanlarin ¢arpimi olarak yazilan hicbir eleman ile ilgili olmasin. Dogal
sayilarin iyi siralanma ilkesi geregince z’yi bu 6zellikte normu en kiiciik olan eleman olarak secebiliriz.
Buna gore normu N(z)’den kiigiik olan sifirdan farkl birimsel olmayan her x € Z[i] elemani indirgenemez
elemanlarin carpimi olarak yazilabilen bir eleman ile ilgili olur. z indirgenemez elemanlarin carpimi olarak
yazilamadigindan kendisi de indirgenemez olamaz; aksi halde tek basina z’yi indirgenemez elemanlarin
carpimi olarak diislinebilirdik. Buna gore birimsel olmayan oyle u,v € Z[i] elemanlar1 vardirkiz =u - v
seklinde yazilabilir. N(u) < N(z)dir. Eger N(u) = N(z) ise N(z) = N(u - v) = N(u)N(v) ve buradan
N(v) = 1 olur. Yani v € {+1, +i} olur. Bu durumda v birimsel olur ki bu da bir celiskidir. Dolayisiyla
N(u) < N(z) olur. Benzer sekilde N(v) < N(z) olur. N(u), N(v) < N(z) oldugundan u ve v elemanlari da
normu N(z)'den kiiclik olan sifirdan farkl birimsel olmayan elemanlar olarak indirgenemez elemanlarin
carpimi olarak yazilabilen elemanlar ile ilgilidir. Fakat z = u - v oldugundan z de indirgenemez elemanlarin
carpimi olarak yazilabilen bir eleman ile ilgili olur. Bu da aradigimiz celiskiyi bize verir. Boylece Z[i]deki
sifirdan farkli birimsel olmayan her eleman indirgenemez elemanlarin bir carpimi ile ilgilidir.

Simdide kq, ..., k,,, I, ..., I, pozitif tam sayilari, herhangi ikisi ilgili olmayan indirgenemez elemanlardan
olusan {py, ..., pn} ve {q1, ..., @} kiimeleri ile u ve v birimsel elemanlar1 i¢cin z = u plfl pl,,f" ve z =
vqll1 qiz‘ biciminde iki farkli carpanlara ayirma yazimi bulunsun. Teorem 2’den p; indirgenemez elemani

ayni zamanda asal elemandir. p; | qll1 qf;l" oldugundan p; | g; olacak sekilde bir 1 < i < m vardir.
Genelligi bozmadan i = 1 oldugunu varsayalim. O zaman gq; ile p, ilgilidir; yani q; = u, p; olacak sekilde
bir u; birimsel elemani vardir. Buna gore z = up,’ -+ pﬁ” = vull1 pll1 qi;l" olur. Z[i] bir tamlik bolgesi
oldugundan, sadelesme islemi yapabiliriz. Genelligi bozmadan k; > I; oldugunu varsayalim. Bu durumda

up) ke i = vy - g

elde edilir. Bu yazimda k; —I; bir pozitif tam say1 ise o zaman p; asal elemani qéz oo qi;L" carpimini bdlecegi icin
g, --- » qy, indirgenemez elemanlarindan biri ile ilgili olur. Fakat g; de p, ile ilgili oldugundan, bu durumda
q, --- » i, €lemanlarindan biri q; ile ilgili olur —ki bu da kabullerimiz ile ¢elisir. Dolayisiyla k; — I = 0
olur. Yani k; = [, elde edilir. Buna gére v’ = vull1 denirse v’ birimseldir ve upl;2 p’,i” =0 qlz2 qf,';‘ esitligi
yazilabilir. Buradan da n (ya da m) iizerine tiimevarim ile istenilen sonucu elde edebiliriz. Boylece Z[i]
halkasi tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi olur.

O

Simdiye dek Z[i] Gauss tam sayilar1 halkasinin, sahip oldugu aritmetik 6zellikler bakimindan ne denli
ayricalikl bir yap: sergiledigini ortaya koymaya calistik. Benzer bir insa yontemiyle, karmasik sayilar
kiimesi icerisinde bagka degismeli ve birimli halkalar da tanimlanabilmektedir. Ancak, insa yontemleri
benzegse de, bu halkalarin her biri Z[i] kadar zengin ve diizenli bir aritmetik yapiya sahip olmayabilir. Bu
durumu somutlastirmak adina, herhangi bir tam sayinin karesi olmayan bir d tam sayis1 secelim ve su

kiimeyi ele alalim:
zIWd] ={a+bVd|a,b ez}
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Bu kiime, karmagik sayilarin toplama ve carpma islemleri ile bir tamlik bdlgesidir. Dikkat edilirse d =
—1 secildiginde, elde edilen yap1 Gauss tam sayilar1 halkas1 Z[i] ile 6zdes hale gelir. Buradaki 6nemli
noktalardan biri de her d degeri icin Z[\/E] halkasinin Z[i]| kadar zengin bir aritmetik yapiya sahip
olmamasidir. Ornegin, d = -5 secildiginde elde edilen Z[\/—_S] halkasi tek tiirlii carpanlara ayirma
ozelligini tasimaz. Dikkat edilirse Z[\/—_S] halkasinda 6 = (1 + \/—_5)(1 — \/—_5) ve 6 = 2 - 3 yazimlari
bulunur. Ancak bu iki yazimda 1 + \/—_5 vel— \/—_5 indirgenemez elemanlari ne 2 ne de 3 indirgenemez
elemani ile ilgili degildir. Yani, Z[\/—_S] halkasi tek tiirlii carpanlara ayirma 6zelligini tasimaz. Buradaki
onemli nokta, Z [\/—_5] halkasinda asal ve indirgenemez elemanlarin birbirinden ayrilmasidir. Ornegin,
2 eleman:1 Z [\/—_5] halkasinin bir indirgenemez elemani olmasina ragmen asal elemani degildir. Halbu
kiZ [\/—_5] halkasinin sifirdan farkli birimsel olmayan her elemani indirgenemez elemanlarin ¢arpimi
olarak yazilabilir. Buradaki eksik, yazimin tek tiirlii olmak zorunda olmamasidir ve bunun nedeni olarak da
VA [\/—_5] halkasinda asal elemanlarin indirgenemez elemanlardan daha dar bir kiime olmasi gosterilebilir.
Bu ve benzeri durumlarla ilgili detaylar bir sonraki yazimizda ele alacagiz. Bir sonraki yazimizda ayrica
Z[i] halkasinin zengin aritmetik yapis1 yardimiyla Fermat'nin iki-kare teoreminin nasil ispatlanabilecegini
de gorecegiz.
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Evde, iste, okulda, otobiiste... kisaca her yerde karsimiza cikiyor bilgisayarlar. Bazen bir masanin {izerinde
bazen icini gormedigimiz bir kutuda. Hepsine bilgisayar diyoruz ama aslinda hepsi bagka bir i yapiyor. Hatta
bir bilgisayarla farkli zamanlarda farkl isler yapiyoruz. Aksamlar1 okuldan gelince oyun oynarken gece
yatmadan 6devi yapmadigimizi fark edip sabaha kadar ddev yapiyoruz. Sonra da sabah derste uyuyoruz...
Farkli isler yapmasi bakimindan beynimize benziyor bilgisayarlar. Ornegin, beynimiz uyurken riiyalarla
mesgulken, sabah sabah okula giderken metroda,otobiiste veya sokakta gordiigiimiiz kimi insanlari inceler
hatta bazilaryla ilgili hayaller bile kurar. O sirada reklam tabelalarinda gordiigii bir yaziy1 da okumayi
ihmal etmez. Cok ilgingtir insan okuyabildigi bir kelimeyi goriince okur. Neyse konuyu dagitmayalim, Ayni
bilgisayarin farkl islemleri yapabilmesi programlanabilir olmasinin sonucudur. Giiniimiizde kullandigimiz
ortalama bir diz iistii bilgisayar saniyede yaklagik olarak 10° adet iglem yapabilmektedir. Bunu en ama en
kaba haliyle soyle diisiinebilirsiniz, bir bilgisayar bir saniyede 1 milyar tane toplama islemi yapabilmektedir.
Ancak bu bahsettigimiz bilgisayarin nasil caligtigini tam olarak anlayabilmek icin; otomat teoriden yar1
iletken fizigine, bilgisayar programlamadan dijital devre tasarimina kadar bir¢ok alanda derinlemesine
bilgi sahibi olmak gerekir. Bu yiizden bashigimiz “Bilgisayarlar Nasil Calisir?” degil. Biz bu yazida belli bir
kurala gére davranan bir mekanizma ile basit bir problemi nasil ¢6zebiliriz onu gosterecegiz. Ve boylece
bu yaziy1 okuyan biri iizerinde, bilgisayarlarin nasil caligsabilecegine dair bir onsezi yaratabiliriz. Birazdan
anlatacaklarimiz simdiden goziiniizii korkutmasin herkesin anlayabilecegi seylerden s6z edecegiz.
Otomatalardan soz edecegiz. Otomatalarin 6nemli olmasinin bir sebebi, Otomatalari basit dijital devre
elemanlariyla gercekleyebiliyor olmamiz. Yani verilen bir otomata gibi davranan bir dijital devre olusturabi-
len mekanizmalarimiz var. Bu mekanizmalara da belki ileride deginiriz. Oncelikle otomatalari inceleyelim.

Sekil 1. 4 ile boliinebilme kuralini taniyan otomata
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Sekil 1’de bir otomatanin basit bir gorseli goriilmektedir. Bu otomata gy konumunda baslamaktadir
ve girdi olarak 0 ve 1 harflerinden olusan bir dizi kabul etmektedir. Bir otomata bulundugu konum ve
girdisinin inceledigi elemanina gore bir sonraki konumunu giincellemektedir. Bu giincelleme yontemi sekil
lizerinde oklarla gosterilmistir. Ornegin g, konumunda olan bir otomata; 1 harfi geldiginde g, konumuna
gidecek, 0 harfi geldiginde ise yine g, konumunda kalacaktir. Girdinin tiim elemanlar1 incelendiginde
otomatanin son olarak bulundugu konum ise o girdiye verdigi cevap olarak adlandirilir. Ornegin sekildeki
otomataya 01001 dizisini girdi olarak verdigimizde otomata asagida adim adim anlatildig: sekilde hareket
edip cevap verecektir. Burada dikkat edilmelidir ki okumay1 soldan saga dogru yapiyoruz. Bu durum
farkl kaynaklarda farkliliklar gostermektedir. Fakat genel durumu degistiren herhangi bir yarg: yoktur,
sadece siralamanin tersten yapilmasi olasidir ve sasirilacak bir durum degildir. Yukarida belirtildigi tizere
makul dillerin siralama farklilig: ile olusturuldugu diisiiniilebilir. Buradaki dil kavrami insanlar tarafindan
konusulan dil olarak algilanmamalidir. Nasil insanlar bildikleri bir dili anliyor ise otomatalarda cesitli
dilleri anlayacak sekilde insa edilir.

Simdi az dnce bahsettigimiz girdiyi alan Sekil 1'de tasfir edilmis otomatanin ¢caligma adimlarini verelim.

1. Otomata g, konumunda baglayacaktir.

o

Girdinin ilk eleman1 0 harfi oldugu i¢in otomata g, konumundan g; konumuna okla belirtildigi gibi
gidecektir.

Otomata artik g; konumundadir.
Girdinin sonraki elemani 1 harfi oldugundan otomata gq; konumundan g, konumuna gidecektir.
Otomata artik g, konumundadir.
Girdinin sonraki elemani 0 harfi oldugundan otomata g, konumundan q; konumuna gidecektir.
Otomata artik g; konumundadir.
Girdinin sonraki elemani 0 harfi oldugundan otomata q; konumundan g, konumuna gidecektir.

0 ® N kW

Otomata artik g, konumundadir.
10. Girdinin sonraki elemani 1 harfi oldugundan otomata g, konumundan g, konumuna gidecektir.
11. Otomata artik g, konumundadir.

12. Girdinin biitiin elemanlar1 incelendiginden ve otomata g, konumunda oldugundan otomatanin
girdiye verdigi cevap q, olacaktir.

Otomatalari ilkel bilgisayarlar olarak diislinebiliriz. Gliniimiizde bilgisayarlari, bilgisayarin tasarim
asamasinda tanimlanmig prosediirleri kullanarak farkli tirden problemleri ¢cozmek i¢in kullanabilmek-
teyiz. Ornegin optimizasyon problemlerini ¢ozmek ve incelemek bilgisayar programlarinin en dnemli
gorevlerindendir ve optimizasyon problemlerinin 6nemini kavramak sezgisel olarak kolaydir. Biz bu yazida
karar problemleriyle ilgilenecegiz. Okur herhangi bir karar problemini su sekilde diisiinebilir: verilen
bir karar probleminin cevabi ya evettir ya da hayirdir. Tabii bu noktada belirtmeliyiz ki bu problemler
objektif problemler yani bir cevabi olan problemler olmalidir. Bir cevabinin olmasindan kastimiz, problemin
cevabinin sorulan Kisiye, yere, zamana veya sorudan bagka bir seye bagl olmamasidir. Ornegin, “Bal giizel
midir?" sorusu bu baglamda gercek bir karar problemi degildir. Ciinkii sorunun cevabi kisiye ya da bazi
durumlara gore farklilik gosterebileceginden kesin bir cevabi yoktur. Ama “2 sayisi 3 sayisindan biiyiik
miidiir?" sorusu gercek bir karar problemidir. Ciinkii soruda verilen her seyin net bir tanimi oldugu gibi
sorunun net ve kesin bir cevabi da vardir. Karar problemleri bircok fenomeni ifade etmek igin kullanilabilir
ve karar problemlerinin ¢ozlimii baska bircok problemin de ¢6ziimiiniin bulunmasinda da yardimci olur.
Ornegin verilen bir optimizasyon probleminin optimum degerine “Bu optimum deger herhangi bir x
degerinden biiyiik mii?" gibi karar problemleriyle de yaklasabiliriz.

Yukarida bir problemin, karar problemi olarak kabul edilebilmesi i¢in gercek bir cevabinin olmasi
gerektigini belirtmistik. Simdi biraz daha temel bir durumdan bahsedelim: Bir problemin var olmasi icin
Once o problemi yazili olarak ifade edebilmemiz gerekir. Bir problemi yazili olarak ifade etmek ise basitce
uygun bir alfabe, genelde binary alfabe {0, 1}, kullanarak ifade etmektir. Detaylar icin okuyucular [1]
kaynagini inceleyebilirler.
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Simdi otomatalara geri donelim. Otomataya verdigimiz girdiyi belirli bir karar probleminin yazili
hali, otomatanin verdigi cevabi ise otomatanin problem i¢cin buldugu cevap olarak diislinebiliriz. Sekil
1’de goriilebilecegi gibi g, ve gq; konumlari tek cemberden olugsmaktayken g, konumu cift cemberden
olusmaktadir. Bunu s0yle diisiinebiliriz; eger otomata tek cemberden olusan bir konumu cevap olarak
veriyorsa soruya “Hayir" cevabini veriyor, cift cemberden olusan bir konumu cevap olarak veriyorsa soruya
“Evet" cevabini veriyordur. Bir otomata sonlu sayida tek veya ¢ift cemberli konumlardan olusabilir. Buradaki
Oonemli hususlardan biri, bir otomatanin her konumu icin ve kabul ettigi alfabenin her harfi icin gidecegi
yeni konumun tanimlanmig olmasidir. Ayrica kolayca anlasilabilecegi gibi otomata farkli uzunlukta girdileri
de kabul edebilmektedir. Kisacasi verecegi cevap, girdinin uzunluguna degil girdinin temsil ettigi karar
problemine bagl olmasidir.

Aslinda Sekil 1’de gorsellestirdigimiz otomata verilen bir dogal sayinin 4 sayisi ile boliiniip boliine-
meyeceginin cevabini vermektedir. Girdi olarak da ilgili dogal sayinin 2’lik tabandaki yazilimini kabul
etmektedir. Bu 6rnegi vermemizin en dnemli sebebi okura otomatalarin basit ve anlagilir bir sekilde karar
problemlerini ¢6zmek icin nasil kullanilabilecegini aktarmaktir.

Artik otomatalarin resmi ve matematiksel tanimini verebiliriz.

Tanim 1.
Bir D = (Q, %, 6, qy, F) 5’lisi,

o Q: Konumlar kiimesi,

 go: Baslangic konumu,

« X: Alfabe,

« F C Q: Evet cevaph konumlar,
+ §:Q XX — Q, gecis fonksiyonu,

olmak iizere kararl bir otomata olarak adlandirilir.
Bu tanimi1 daha iyi anlayabilmek ic¢in Sekil 1’i inceleyelim. Sekildeki otomatanin: Konumlar kiimesi

Q =1{q0, 91, g»} kiimesi, alfabesi = = {0, 1} kiimesi, baslangi¢c konumu g, evet cevapli konumlar1 F = {g,}
kiimesidir. Gegis fonksiyonu ¢ ise asagidaki tabloda belirtildigi bicimde tanimlidur.

‘ Anlik Konum \Giren harf ‘ 0 ‘ 1 ‘

do 91 | 90
01 9 | 9o
5} 92 | 9o

Goriildiigii lizere evet ya da hayir cevabi veren konumlarin varligi ve herhangi bir konumdan girdinin
ilgili konumundaki alfabe elemanina gore hangi konuma gidecegi kesin olarak belirlidir. Bu durum en
basit otomatadan en karmasik otomataya degismeyen bir gercektir.

Simdi Sekil 1’deki otomatay1 daha detayli inceleyelim. Ornegin bu otomataya 1100 girdisini verirsek,
otomata, ilk konum baslangic konumu g, olmak iizere sirasiyla: qy, qo, o, 91, g konumlarinda bulunur
ve sonug olarak g, konumu bu girdiye verdigi cevap konumu olur. Veya otomataya 00 girdisini verirsek,
otomata ilk konum baslangi¢ konumu olmak iizere sirasiyla : q, q;, g, konumlarinda olur. Bu gozlemler
ile hangi konumda olursa olsun iki ardisik 0 okundugu anda yeni konum g, olacaktir. Kisacasi okurlarin
da kolayca fark edebilecegi iizere bu otomata, son iki harfi 0 olan biitiin girdilere “Evet” cevabini verir.
Diger taraftan hangi konumda olursa olsun herngi bir konumda bulunan bu ototmata 01, 10 veya 11
girdi parcalari i¢in g, disindaki bir konumda bulunacaktir. Bir bagka deyisle son iki harfi 0 olmayan
tiim girdilere de “Evet” cevabin1 vermiyordur. 4’e boliinen biitiin sayilarin ikilik tabanda son iki hanesi
0 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla bu otomata 4’e boliinen sayilarin 2’lik tabandaki yazilislarina “Evet”
cevabini veriyorken diger durumlarda “Hayir" cevabini vermektedir. Yani bu basit otomota 6rnegi bir
sayinin 4’e boliiniip boliinemeyecegini belirleyebilmektedir.
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Otomatalar giinliik hayatta kargimiza ¢ikan bazi basit problemleri ¢6zmek icin kullanilmaktadir. Orne-
gin, kiitiiphanede su almak icin kullandigimiz otomat makineleri aslinda birer otomatadir. Bilgisayarlar
calisma prensibi bakimindan otomatalara gore biraz, ama ¢ok fazla degil, daha karisik makinelerdir. Ama
bu calisma prensibini gercek hayatta ise yarayan bir sisteme doniistiirmek kocaman bir endiistridir ve
bircok farkli disiplini icinde barindirir. Biz bu yazimizda basit bir problemi matematiksel mekanizmalar
kullanarak nasil ¢6zebilecegimizi otomatalar iizerinden anlattik. Bilgisayarlar ayn1 yolun ileri bir safthasi
olarak diistiniilebilir.

m Kaynaklar

[1] Michael R. Garey and David S. Johnson. Computers And Intractability A Guide to Theory of NP-
Completeness. W. H. Freeman and Company, 1979
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1. Grup Kavrami

Bu yazida bir iskambil destesi {izerine tanimlanacak karma metotlar iizerinde durulacak, bu sebeple de
simetri gruplarindan bahsetmemiz gerekecek. Bir deste iizerinde tanimlanabilecek bir karma metodunun
simetri gruplari ile iligkisini ilk bakista goremeyecek, matematiksel olgunlugu yiiksek olmayan okuyucu-
lar endiselenmesin. Ancak tanimlari verilecek olan bu kavramlarin bizim ne isimize yarayacagi yazinin
ilerleyen kisimlarinda anlam kazanacaktir.

Soyut Cebir derslerini almis okuyucular grup kavramini ilk kez duymuyordur. Ancak grup kavrami ile
ne kastediyoruz biraz bundan bahsedelim. Bir G kiimesi alalim. Bu kiime bostan farkli olsun. Bu kiime
{izerine bir ikili islem tanimlayalim. ikili islem ile kastimiz tam olarak asagidaki gibi bir fonksiyondur:

¥ : GXG -G
(X, y)Px(x,y)=x%*Yy

Yani G kiimesinden aldigimiz iki elemani bir isleme tabi tutuyoruz ve bu islemin goriintiisii (baska bir
deyisle sonucu) yine G kiimesinde oluyor. Bir kiime ve bir islem ile bir grup yapisini insa etmek icin, bu
yapinin asagidaki ozellikleri saglamasini bekleriz.

1. Va,b,ceGigcin (axb)xc=a=*(b=c) (Birlesme)
2. de€GoylekiVaeGigcin exa=axe=a (Birim eleman)
3.VaeG,Ja ' eGoyleki axa'=alsa=e (Ters eleman)

Olusturdugumuz bu yapiy1 ve sonuglarini agiklamak ayr1 bir yazinin konusu. Biz simetri gruplarinin
gosteriminden faydalanacagimiz icin bu yapiy1 yalniz bu agidan ele almakla yetinecegiz. Ancak bir grubun
ne oldugunu hi¢ duymamis okuyucular icin de su ana kadar bir sezi olusturmay1 umuyoruz.

Simetri gruplari icin cok formel bir tanim vermektense, kavramsal bir sezi hissettirmeye calisacagiz.
Simetri kelimesinin giinliik kullanimi ve etimolojisi iizerine diisiindiigiimiizde zaten mevzunun asina
oldugumuz simetrilerle ilgili olacagin kestirebiliriz. Yine de gruplar teorisinin mertebe kavrami ile simetri
grubu elemanlarinin dairesel temsilleri iizerinde 6n bilgiye sahip olmak faydali olacaktir.

2. Faro Karmasi

Faro ismi Ispanya’da meshur olan bir iskambil oyunundan gelir. Bu karma metodunun ilging sonuglar
olusturdugunu goren matematikgiler bu karma metodunu miikemmel karma olarak da isimlendirmistir.
Neden ilgin¢ sonuclar olusturdugunu analiz etmeden 6nce karma metodunu tanimlayalim. 2n tane karta
sahip bir deste alalim. Bu desteyi tam ortadan iki pargaya bolelim. Olusan iki parcay1 dylesine nizami
karacagiz ki, bir kart ilk parcadan bir kart ikinci parcadan gelecek. Bu durumda aslinda bir degil iki karma
metodu tanittik; ¢linkii bir karmanin sonunda olusacak destenin en altindaki kart, olusturdugumuz parca-
larin herhangi birinden gelebilir. Biz i¢c faro karmas: olarak adlandirilan karma ile calisacagiz. Bu karma
yonteminde, karma sonunda destenin en altinda bulunan kart, ilk destenin {iist yarisindaki parcasindan
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gelir. Bu karmay1 her kartin konumunun degistigi karma olarak da gorebiliriz, ciinkii dis faro karmasinda
ilk ve son kartin konumu hep ayni kalir. Her iki karma metodunun ilgi cekici sonuglari olsa da biz bu
yazimiz boyunca i¢ faro karmasi ile calisacagiz.

i 26
2 1
3 1 26 27
4 2 27 2
47 24 49 49
48 25 50 24
49 50
50 25

Sekil 1. 50 Kart I¢in Faro Karmasi

Karma metodunu ve olusturdugu grup yapisini (her ne demekse artik!) analiz 3 5
etmek adina bir soru soralim: 50 kartlik bir desteye ka¢ kez faro karmasi uygularsak

deste tekrar ilk konumuna ulasir? Bu soruya cevap verebilmek adina destemizdeki kart 4 4

6 3

8 6

sayisini kiigiilterek bir analiz yapalim. Sadece hesap yaparak cift sayida karta sahip
desteler icin soruyu cevaplandirdigimizda; tablonun solunda destedeki kart sayisi,
saginda ise ilk konuma donmek icin gereken faro karma sayisi olmak iizere su tabloyu

elde ederiz. 1(2) 1(2)
Cevabimiza ulasmak adina bir fonksiyon tanimlayacagiz. Bu fonksiyonun islevi, bir a1 a

faro karmasi sonucunda bir kartin kacinci kart oldugunu bize sdylemek olacak. Yani
x’inci kartin bu f fonksiyonu altindaki goriintiisii, yani f(x) bir kez faro karmasina
tabii tutulan destede x’inci kartin kaginci kart oldugu olacaktir. 50 kartlik bir deste icin 50 | ?
fonksiyonun tanim kiimesindeki tiim elemanlarin (yani 1’den 50’ye kadar olan tiim
sayllarin) goriintiilerine bakalim.

12 26 > 1
24 27+~ 3
36 28— 5
24 > 48 49 > 47
25> 50 50 — 49

50 elemanli bir kiimeden 50 elemanli bir kiimeye, bize bu goriintiileri verecek bir fonksiyon tanimlamak
istiyoruz. Bu kisimda yeterli olgunluga sahip okuyucu simetri gruplarinin neden igsimize yarayacagini sezmis
olacaktir.

Ik 25 kart igin fonksiyon kuralini yazmak kolay, fs5,(x) = 2x fonksiyonu ilk 25 kart i¢in isimizi
gorecektir. Ancak 26’nc1 karttan 50’nci karta kadar fonksiyon kuralini yazmak bu kadar kolay degil. Yine
de her bir kartin goriintiisiinii analiz ettigimizde destenin altindaki kisim icin de f55(x) = 2(x —26) + 1
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oldugunu gorebiliriz. O halde bu fonksiyonu bir parcali fonksiyon olarak su sekilde ifade edebiliriz:

2Xx ;x <25
xX) =
Fso(x) 2x—51 ;x>25

Simetri gruplarinin gosterimi sayesinde bu fonksiyon kurali asagidaki bicimde yazilabilir:
(124816321326)(3 6122448 4539 27)
(510204029714 28) (11224437 234641 31)
(9 18 36 21 42 33 15 30) (17 34) (19 38 25 50 49 47 43 35)

Burada, her parantezde bir cevrimsel atamalar dizisi tarif edilir; 6rnegin ilk parantez bize f 5, fonksiyonunun
1248163213261

seklinde atamalar yaptigini soyler. Takip eden diger parantezlerle birlikte degerlendirildiginde f, fonksi-
yonunun nasil ¢alistigl tam olarak belirli olur.

Simetri Gruplarinda Mertebe Hesaplama

Sorumuzu artik
“Bir deste, belirli bir karma yonteminin art arda uygunlamast ile ne zaman ilk konumuna doner?”

seklinde netlestirebiliriz. Dikkat edilirse f5, fonksiyonu, 7 dongiiniin bileskesi tarafindan olusuyor. Tiim
fonksiyonun mertebesini bulabilmek i¢in, onu olusturan dongiilerin mertebelerini (yani ne zaman baslangic
konumuna déneceklerini) hesaplayalim. Ilk olarak

(1248163213 26)

dongiisii ile baslayalim. 8 elemani1 olan bu dongiiniin mertebesini hesaplarken, bir sekizgenin donme
simetrilerini incelemek bu dongiiniin ilk konumuna ne zaman ulasacagini1 gormemizi saglayacaktir. Bir
sekizgeni sekiz kez dondiirdiigiimiizde (;r /4 radyanlik donmelerden bahsediyoruz) sekizgen tekrar ilk
konumuna gelecektir. O halde bu dongiiniin mertebesi 8’dir. 8 elemani olan diger dongiiler i¢in de ayn1 hesap
yapilacaktir. 2 elemani olan dongii icin bu hesabi yaptigimizda sonug 2 ¢ikacaktir. Ciinkii bir dogruyu iki kez
7 radyan dondiirdiigimiizde ilk konumuna ulasacaktir. Bir desteye faro karmasini bir kez uyguladigimizda
bu dongtilerin her birini birer kez uygulamis oluruz. O halde bir desteye iki kez faro karmasi uyguladigimizda
2 elemani olan dongii ilk konumuna donmiis olsa da (yani 17. ve 34. kartlar tekrar 17. ve 34. kartlar olur)
diger alt1 dongiiden hicbiri ilk konumuna ulagsmis degildir. Ancak faro karmasini sekiz kez uyguladigimizda,
mertebesi sekiz olan alt1 dongii baslangi¢c konumuna dénmiis olur. Bu sirada mertebesi iki olan dongii
ise 4 kez ilk konumuna dénmiis olur. Daha sezgisel aciklanmaya ¢alisilsa da aslinda f'5, fonksiyonunun
mertebesi, bu yedi dongiiniin mertebelerinin en kiiciik ortak katina esittir.

Soruyu iskambil destelerinden asina oldugumuz 52 kartlik desteler icin sormamamizin sebebi, 52
kartlik destenin tek bir dongii verecegidir. Yani destemiz 52 tane karta sahipse, ona 52 kez faro karmasi
uygulamamiz gerekecektir. Bizi daha ilging bir sonuca ulastirdigini diisiindiigtimiizden 50 kartlik bir deste
icin cevap aradik.

3. Tersyuz Karmasi

Cift sayida karta sahip bir deste {izerine tanimlanabilecek yeni bir karma metodu tanitalim. Bu karma
metodunda, faro karmasinda oldugu gibi deste tam ortadan ikiye boliiniir ve olusan parcalardan kart numa-
ralar1 biiyiik olan parca (ilk destenin altindaki parca) ters cevrilir. Ardindan asina oldugumuz faro karmasi
uygulanir. Bu karma metodu flip shuffle olarak adlandirilir ve tersyiiz karmasi adiyla Tiirkcelestirilebilir.
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1 50
2 1
3 1 50 49
4 2 49 2
47 24 27 27
48 25 26 24
49 26
50 25

Sekil 2. 50 Kart I¢in Tersyiiz Karmasi

Onceki karma metodu icin yaptigimiz analizi, tersyiiz karmasi icin de yapacagiz. 50 kartlik bir destede
her bir kartin bir tersyiiz karmasi sonucunda kacinci kart oldugunu su sekilde inceleyebiliriz:

1-2 26 = 49
24 27 = 47
36 28 — 45
24 — 48 49 -~ 3
25 - 50 50 —1

Tersyiiz karmasi icin de fonksiyon kuralini éncekine benzer bir mantikla yazabiliriz. Bu fonksiyon 50
kartlik bir destede x’inci kartin bir karma sonrasi kacinci kart oldugunu veren fonksiyondur.

x) 2x ;x <25
X) =
850 101 —2x ;x> 25

Az 6nce faro karmasi icin cevapladigimiz soruyu, yani 50 kartlik bir deste ka¢ karma sonunda ilk
konumuna doner sorusunu tersyiiz karmasi icin de soralim. Ancak burada sorunun cevabini bulmak
amaciyla, faro karmasi icin yaptigimiz gibi yazdigimiz fonksiyonu kullanmak yerine; faro karmasinin ve
tersyliz karmasinin olusturdugu grup yapilari arasinda bire-bir bir esleme bulalim.

4. Faro Karmasinin ve Tersyuz Karmasinin Karsilastiriimasi

Teorem 1.

Faro karmasini 4n tane karta sahip bir desteye uyguladigimizda olusan grup yapist ile tersyiiz karmasini
2n tane karta sahip bir desteye uyguladigimizda olusan grup yapist ayni olur.

Kamnt. Oncelikle, 4n kartlik bir deste ile 2n kartlik bir deste arasinda bire bir bir déniisiim tanimlayacagiz.
4n kartlik destenin ilk 2n kartini alalim; bu, bizim bire bir doniisiimiimiiz olacak. Yani 4n karta sahip
destenin ilk 2n karti ile 2n karta sahip destenin tamami arasinda bir esleme oldugunu gosterecegiz. Ayrica,
bu doniisiimiin tersi, 2n kartlik bir desteyi kopyalayip, olusan iki desteden birini ters gevirerek birlestirip
4n kartlik desteyi elde etmek seklinde diisiiniilebilir. Bu doniisiimii 4n = 20 kart icin gorsellestirelim.
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Asagidaki semada lizeri ¢izgili olan numaralar, ¢evrilmis kartlar simgelemektedir.

1234567891010987654321 <«—> 12345678910

1019283746556473829110 <« 10192837465
5106149723883279416105 <« 51061497238
8531026719449176210358 «—> 85310267194

Bu doniisiim degismelidir. Yani 6nce 4n karta faro karmasi uygulayip doniistimii uygulamakla, dénii-
siimii uygulayip 2n karta tersyliz karmasi uygulamak aynidir.

Genel olarak gozlemleyebiliriz ki, 4n karta sahip bir desteyi alip ortadan ikiye boldiiglimiizde, destenin
altta kalan kismu iistteki destenin ters cevrilmis haline karsilik gelir. O

Bu teorem sayesinde 4n tane karta sahip bir desteye faro karmasi uygulamakla 2n tane karta sahip bir
desteye tersyiiz karmasi uygulamak arasinda matematiksel bir fark olmadigini, yani destenin ilk konumuna
ne zaman donecegini iki karma metodu ile de ayn1 yontemle hesaplayabilecegimizi gordiik.

B Tesekkdir

Bu calismanin ortaya ¢ikmasinda katki saglayan ve fikir asamasindan yazim siirecine kadar her adimda
degerli geri bildirimleriyle katki sunan Prof. Dr. Biilent Sara¢’a minnettarim.
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B Fleksagonlarin Kesfi: Tesadliften Matematiksel Biiyliye

1939 yilinda, Princeton Universitesi’nde yiiksek lisans 6grencisi olan Arthur H. Stone, Amerikan standar-
dinda iiretilmis bir defteri Ingiliz yapim bir dosyaya yerlestirmekte zorlaninca, defterin kenarlarindan
tasan boliimleri seritler halinde kesmek zorunda kaldi. Bu artan kagit parcalari, Stone’un ellerinde siradan
bir atik olmaktan ¢ikip yaratici bir yapiya doniistii. Kagit seritlerini katlamaya baslayan Stone, katladig1
sekillerden birinin beklenmedik bicimde dondiiriilebilir —yani yiizeyleri cevrilerek farkli ylizlerin ortaya
cikarilabilir— oldugunu fark etti. Bu yapilarin her bir yiizii diizgiin cokgenlerden olusuyordu ve dinamik
olarak yeniden sekillendirilebilmeleri, onlar1 hem gorsel olarak etkileyici hem de matematiksel olarak son
derece ilgin¢ kiliyordu.

Stone’un bu kesfi kisa siirede dikkat cekti. Princeton Matematik Kuliibii’'ndeki arkadaslar1 arasinda yer
alan genc Richard P. Feynman —Kki ileride kuantum elektrodinamigi konusundaki calismalariyla Nobel
Fizik Odiilii'ne layik goriilecektir— bu yeni yapilarin cazibesine kapilan ilk kisilerden biri oldu. Kuliipteki
bir diger isim olan Bryant Tuckerman ise fleksagonlarin sistematik olarak modellenmesini saglayan mate-
matiksel araglari gelistirdi. Bugiin Tuckerman diyagramlar olarak bilinen bu gosterimler, fleksagonlarin
katlama ve cevirme dizilerini analiz etmek icin hala kullanilmaktadir.

"Fleksagon" terimi, bu yapilarin esnekligini (flexibility) ve cokgenligini (polygon) yansitan bir bilesik kelime
olarak tiiretilmistir. Biz de bu nedenle bu yapilara esnek ¢okgen diyecegiz. Once yiiz sayisi, sonra kag
gen oldugu sdylenerek isimlendirilirler. Ilk gelistirilen drnekler genellikle altigen seklindeki heksaflek-
sagonlar idi. Bunlar1 zamanla farkli geometrik ve yapisal dzelliklere sahip diger tiirler izledi. Ornegin:
Triheksafleksagon: Ug goriiniir yiizii olan en basit heksafleksagon tiiriidiir.

Esnek cokgenler, 1950’1i yillarda Martin Gardner’in Scientific American dergisinde yayimlanan yazilariyla
genis kitlelere ulasti. Gardner’in 1956 tarihli “Flexagons” baglikli makalesi, bu yapilarin yalnizca eglenceli
oyuncaklar degil, ayni zamanda topoloji, kombinatorik ve simetri teorileriyle yakindan iliskili matematiksel
nesneler oldugunu vurguladi. Bu yaziyla birlikte esnek cokgenler hem matematiksel aragtirmalarin hem de
egitim materyallerinin konusu haline geldi.

Bugiin esnek cokgenler, matematigin gorsel ve deneysel dogasini 6n plana cikaran giiglii araclar olarak
kabul edilir. Katlamali yiizeylerin topolojik ve kombinatorik yapilari iizerine calisan aragtirmacilar icin
ilham verici bir model sunarken; sinif ortamlarinda simetri, grup teorisi ve doniisiim kavramlarini 6gretmek
icin de etkili bir materyaldir.

Hadi hep beraber esnek ¢okgenler katlayalim.
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Sekil 1

Esnek Altigen (Heksafleksagon): Arthur’un kesfi olan ilk fleksagonu yapacagiz. Sekil 1’de bulunan 1.
resimdeki gibi, tizerinde 3 farkli desen olan toplam 18 eskenar ii¢ggen yer alan bir kagit serit olusturalim.
Sonra ortadan katlayarak yapistiralim ve 2. resmi elde edelim. 2. resimdeyken, tiim {icgenlerin kenarlarini
her iki yone de katlayarak kat izi yapalim. Bu daha sonra esnek altigenimizin kullanimini kolaylastiracaktir.
Simdi iicgenleri, tiimiinde ayn1 desen ayn1 yone bakacak sekilde katlayalim ve 3. resmi elde edelim (tek
noktali ticgenler bir yiizde bir araya getirilmistir, siz isterseniz iki noktali ya da ii¢ noktali ticgenleri de
bir araya getirebilirsiniz). ki bos ticgen acikta kaliyor. Bunlari iist iiste getirip yapistiralim ve 4. resmi
elde edelim. Esnek altigenimiz tamamlandi. 5. resimdeki gibi parmaklarinizla iceri dogru iterek ve belki
tepesinden yapraklari ayirmay1 deneyerek diger yiizlerini kesfetmeye hazirsiniz? Sahi neden trihexaflexagon
diyorduk buna?

Ikinci esnek ¢okgenimiz, zaten biiyiilii olan bu matematiksel oyuncaga bir de sihir katiyor. Once kisaca
meshur sihirli karelerden bahsedelim.

B Sihirli Kareler

Kenar uzunlugu n olan bir karenin
icine 1’den n’ye kadar n? dogal say1
yerlestirelim. Eger karenin icindeki
her satirin, her stitunun ve her ko-
segenin toplami ayni say1 ise bu ka- 4192
reye sihirli kare denir.

w
W
~

Sekil 2
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Sekil 2'deki karenin herhangi bir satirin1 toplayin. Ka¢ buldunuz? Peki simdi de siitunlar1 deneyin. Hep
15 mi buluyorsunuz? Gelin bir de kdsegenlerdeki sayilar1 deneyelim. 8 + 5+ 2 = 15ve 6 + 5+ 4 = 15.

Bunlar da 15 gikt1. Sihir gibi degil mi? Iste bu 6zellige sahip karelere sihirli kareler diyoruz. Sihirli karelerin
binlerce yillik bir ge¢misi var.

Sekil 3. Ronesans donemi {inlii Alman ressam Albrecht Diirer’in Melankoli 1 isimli resminde sag {ist kdsede gizemli
bir sihirli kare goriinmekte. Burada yapacaklarimizdan biri belki de.

Hadi her yiizii agildikea sihir ortaya cikan bir esnek cokgen yapalim.

On Arka -8 dlo
SN
I~ T=1
IL|8|EL|T hhm\o
vijL(a|L o~ h}\o
O in|wn=
16|3 MmN =
9|6 ® QM| o
Sekil 4

Bir kagit, renkli kalemler ve bir cetvel alip Sekil 4’te “6n” yazan resimdeki gibi kii¢iik karelere bolelim
ve miimkiinse belirtilen bolgeleri farkli renklerle boyayalim. Arka yiiziinii cevirelim ve Sekil 4’te arka
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ile belirtilen resimdeki gibi rakamlar yerlestirelim ve yine belirtilen yerleri 6n kisimdakinden farkli bir
renk ile boyayalim. Son olarak Sekil 4’teki arka ile belirttigimiz resimdeki gibi seridimizi isaretli yerden
arkadan saat yoniinde pembe kareler iist {iste gelecek sekilde katlayalim. Sekil 5’teki 1. resmi elde etmemiz

gerekiyor.

105 |
15[ 4
oo =N
|2} On Arha{?ﬂ On
L8 |€l|C et | Lo 10| 5 4 O 5
LALREAR o~ | =Y 15| 4 15 4
- — — —
ot ‘m:@ {0055300 ® W =N
@mg &| N 2N w | 2N EN
mlm|~|=] [16]3 o|wi G| o o vwig| o
= = S
®| QM w 9|6 o ] e @

Arka

[7112] 1 |14}
| 2]13| 8|1
16| 3

9 6| O
)8 6

———

13 8|11
O
15| 4

712 1|14
3
0
96

Sekil 5

Sekil 5’teki 1. resmin arka yiiziinii ¢evirelim, Sekil 5’teki 2. resmi elde edelim. Kagidin alt kismini
kirmizi ile isaretli ¢izgiden saat yoniinde ii¢ sar1 kare 0n yiizde bulusacak sekilde katlayalim ve Sekil 5’teki
3. resmi elde edelim. Altta kalan sar1 kareleri de {ist yiizeye cikaralim ve 16 sar1 kare de bize bakiyor olsun,
boylece Sekil 5’teki 4. resmi elde edelim. 4. resmin arka ylizlinii cevirelim ve 5. resmi elde edelim. Burada
iki bos dortlii kiigiik kare parcasi goreceksiniz, onlar1 yapistiralim ve 6. resmi elde edelim (5. resmin saat
yoniiniin tersi yonde 90 derece dondiiriilmiis hali resmedilmistir.).
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1’den 16’ya kadar sayilarin yerlestirildigi bir sihirli kare goriiyorsunuz.

Sorular: Ama her sey bu kadar mi sizce? Bu esnek ¢cokgenin icinde baska sihirli kareler gizli olabilir mi?
Kac tane dersiniz? Buna gore bu esnek cokgenin adi ne olmali? Sadece 4 kareden olusan yani 1’den 4’e
kadar rakamlarin yazildig1 ve alt1 farkli sihirli kare iceren bir sihirli esnek cokgen katlayabilir misiniz?

B Kaynaklar

[1] Martin Gardner, Hexaflexagons and other mathematical diversions, The University of Chicago Press,
1988.

[2] http://www.flexagon.net/index.php/magic-flexagons

[3] http://mathworld.wolfram.com/MagicSquare.html
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Bilimsel teorilerin temel iglevlerinden biri, ge¢cmis deneyimleri sistematik olarak organize ederek, bir
sonraki kusagin bu bilgi birikimini daha az zahmetle i¢sellestirmesini saglamaktir. Bu, bilimsel etkinligin
siirdiiriilebilir ve kiimiilatif sekilde ilerleyebilmesi i¢in gereklidir. Matematiksel diisiincede bu ihtiyaca cevap
veren araclardan biri de kategori teorisidir. Kategori teorisi bazi iinlii matematikgiler tarafindan "benzetme
bilimi" olarak tanimlanan matematik bilimindeki benzetmeleri sistemli bicimde ele alan disiplinler arasi bir
dildir. Bu dil, farkli matematiksel yapilardaki ortak 6zellikleri ortaya ¢ikararak diislinceyi derinlestiren bir
soyutlama sunar. Matematiksel nesnelerle bu nesneler arasindaki déniistimleri (morfizmalar1) sistematik
bicimde ele alir.

Tarihsel olarak kategori teorisine dair ilk fikirler Samuel Eilenberg ve Saunders MacLane tarafindan
1942 yilinda grup teorisi tizerine yazdiklar1 bir makalede ([2]) ortaya konmus, ancak kavramlar tam anla-
miyla bu yazarlarin 1945 tarihli calismalarinda ([3]) tanitilmigtir. Bu makalede funktorlar, dogal doniisiimler
ve kategoriler kavramsallastirilmis; kategori teorisinin cebirsel topolojiye uygulamalari ilk kez tartisiimistir.
Bu gelisme, sezgisel ve geometrik homolojiden, homolojik cebire gecisin kritik bir adim1 olmustur. Yazar-
lar, amaglarinin dogal doniisiimleri anlamak oldugunu belirtmis ve bunun 6nce funktorlarin ardindan
da kategorilerin tanimlanmasini gerektirdigini ifade etmislerdir. Bu calismalar, Emmy Noether’in soyut
yapilarin anlagilmasi i¢in siiregleri (6zellikle homomorfizmalar1) analiz etme yaklasiminin bir devami
niteligindedir. Eilenberg ve MacLane’in ¢alismasi, topolojik yapilarin cebirsel yapilar araciligiyla analiz
edilmesini amaclamis ve bu hedefle kategorik dili gelistirmistir.

Bu yazida yukarida bahsi gecen kategori, funktor ve dogal doniisiim kavramlar1 tanimlanacak ve bazi
temel 6rnekler verilecektir. Daha ayrintili bilgi edinmek isteyen okurlara [4], [5] nolu kaynaklar 6nerilebilir.
Oncelikle kategori teorisi kitaplarinin ¢cogunda bulunan, kiime-teorik bir arka plana ve dile sahip olan
kategori tanimini verelim:

Tanim 1.
Bir C kategorisi

1. Ob(C) ile gosterecegimiz nesneler sinifindan;

2. Her sirali (A, B) nesneler cifti icin More(A, B) ile gosterecegimiz ve farkli (A, B) ve (C, D) ciftleri
icin More(A, B) N More(C, D) = @ olacak sekildeki morfizmalar kiimesinden;

3. f € More(A,B),g € More(B,C) olmak iizere her (g, f) ciftine bunlarin bileskesi denilen
gof € More(A, C) morfizmasini karsi getiren More(B, C) X More(A, B) — More(A, C) fonksi-
yonlarindan olusur; dyle ki

(a) Her A, B, C, D nesneleri ve f € More(A, B),g € More(B,C), h € More(C, D) morfizma-
lar1 icin birlesme kurali yani ho(gof) = (hog)of esitligi saglanir.

(b) Her A € Ob(C) nesnesinin, her f € More(A, B),g € More(B, A) igin foly = f,140g8 =
g esitliklerini gercekleyen bir 1, € More(A, A) birim morfizmasi vardir.
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Ornek 1.
1. Set: Kiimeler kategorisi

(a) Nesneler: Biitiin kiimeler.
(b) Morfizmalar: Kiimeler arasindaki biitiin fonksiyonlar. Morfizmalarin bileskesi fonksiyon-
larin alisilmig bileskesidir.

2. Vectg: Bir F cismi iizerindeki vektor uzaylar: kategorisi

(a) Nesneler: Bir F cismi iizerindeki tiim vektor uzaylar.
(b) Morfizmalar: F cismi {izerindeki vektor uzaylar arasindaki dogrusal doniisiimler. Morfiz-
malarin bilegkesi dogrusal doniisiimlerin bileskesidir.

3. Grp: Gruplar kategorisi

(a) Nesneler: Biitiin gruplar.
(b) Morfizmalar: Biitiin grup homomorfizmalari. Morfizmalarin bilegkesi grup homomorfiz-
malarinin alisilmis bileskesidir.

4. Ab: Abel grupler kategorisi

(a) Nesneler: Abel gruplar.
(b) Morfizmalar: Abel grup homomorfizmalari. Mor 45, (A, B) = Hom(A, B) ile gosterilir. Mor-
fizmalarin bileskesi grup homomorfizmalarinin alisilmis bilegkesidir.

5. Jop: Topolojik uzaylar kategorisi

(a) Nesneler: Biitiin topolojik uzaylar.
(b) Morfizmalar: Siirekli Fonksiyonlar. Morfizmalarin bileskesi fonksiyonlarin alisilmis biles-
kesidir.

6. hoJ op:

(a) Nesneler: Biitiin topolojik uzaylar.

(b) Morfizmalar: Homotopik fonksiyonlarin denklik siniflari. Morfizmalarin bileskesi fonk-
siyonlarin alisilmis bileskesidir. Bu kategori cebirsel topolojinin merkezinde yer alir ve
morfizmalarin yapiy1 koruyan fonksiyonlar olmadig1 bir kategori 6rnegidir.

7. Ring: Halkalar kategorisi

(a) Nesneler: Biitiin birimli halkalar (1 # 0).
(b) Morfizmalar: Birimi koruyan halka homomorfizmalari. Morfizmalarin bileskesi halka
homomorfizmalarinin aligilmis bilegkesidir.

8. R-Mod: Sol R-modiiller kategorisi

(a) Nesneler: R birimli bir halka olmak tizere tiim sol R-modiiller.
(b) Morfizmalar: Modiil homomorfizmalari. Morg_sr,q(A, B) = Homg(A, B) ile gosterilir.
Morfizmalarin bileskesi modiil homomorfizmalarinin alisilmis bileskesidir.

9. Farkl bir C kategorisi:

(a) Nesneler: Tiim pozitif tam sayilar.
(b) Morfizmalar: iki n,m € Z* igin More(m, n) kiimesi n sayis1 m ile béliinmediginde bos
kiime, boliindiigiinde ise tek bir f,, , elemanindan olugsun.
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C bir kategoridir: Oncelikle morfizmalarin bileskesini tanimlayalim. m,n,k € Z* olmak iizere
fmn € More(m,n) ve f, € More(n, k) olsun. f,,, € More(m,n) oldugundan m|n ve f,, €
More(n, k) oldugundan n|k olup dolayisiyla m|k olur. Yani bir f,, x € More(m, k) morfizmas: var-
dir. Bu morfizmay1 f,, , ve f,, morfizmalarinin bileskesi olarak alalim. Yani f, ;ofn, = fmk-
Her n € N i¢in n|n oldugundan f,, morfizmas: vardir ve n|k durumunda More(n, k)'da tek
bir f, , morfizmasi var oldugundan f, xof,, = f,x elde edilir. Benzer sekile m|n durumunda
More(m,n)de tek bir f,,, morfizmasi var oldugundan f, ,of,, = fm, elde edilir. O halde n
nesnesinin birim morfizmasi olarak 1,, = f,,, alinabilir. Ayrica her m, n, k, [l nesneleri ve f,,, €
More(m, n), g,k € More(n, k), hy; € More(k, 1) morfizmalar: icin birlesme kurali saglanir. Yani

M 19(8n k0 f mn) = (M 198 )0 f m,n €sitligi saglanir ([1]).

Orneklere bakildiginda bir kategorinin, nesneleriyle degil, morfizmalariyla karakterize edildigine
dikkat edilmelidir. Ornegin J op kategorisinin kategorik 6zellikleri ile hoJ op kategorisinin kategorik
ozellikleri birbirinden farklidir. Bir € kategorisinde bir f : A — B morfizmasiigin gof = 1, ve fog = 1
olacak sekilde bir g : B — A morfizmasi bulunursa f’ye izomorfizma denir. Ornegin Set kategorisinde
izomorfizmalar birebir 6rten fonksiyonlar, Ab kategorisinde grup izomorfizmalari, Jop kategorisinde
homeomorfizmalardir.

Kategori teorisi, matematiksel yapilari iki farkli sekilde birlestirir. {1k olarak, yukarida gordiigiimiiz
gibi, teorik olarak tanimlanmis ve uygun morfizma kavramina sahip hemen hemen her matematiksel
yap1 kiimesi bir kategori olusturur. Bu, kiime-teorik bir ortamda saglanan bir birlestirmedir. Ikinci olarak
ve belki de daha da dnemlisi, bir yapi tiirii tanimlandiktan sonra, verilen yapidan nasil yeni yapilarin
olusturulabilecegini belirlemek zorunludur. Ornegin A ve B gibi iki kiime verildi§inde kiime teorisi bunlarin
kartezyen carpimi dedigimiz A X B kiimesini olusturmamizi saglar. Ayrica verilen yapilarin daha temel
alt yapilara nasil ayristirilabilecegini belirlemek de zorunludur. Ornegin, bir sonlu Abel grup verildiginde,
bu grup belirli alt gruplarinin (dik) carpimina nasil ayristirilabilir? Her iki durumda da, belirli tiirdeki
yapilarin nasil birlesebilecegini bilmek gerekir. Bu kombinasyonlarin dogasi, salt kiime-teorik bir bakig
agistyla bakildiginda oldukca farkli goriinebilir. Kategori teorisi, bu yapilarin cogunun aslinda "evrensel
ozellige" sahip bir kategorideki belirli nesneler oldugunu ortaya koymaktadir. Nitekim, kategorik bir bakis
acisindan, kiime teorisindeki kartezyen carpim, gruplarin (Abel veya degil) dik carpimi, topolojik uzaylarin
carpimi ve mantik sistemlerindeki énermelerin birlesimi evrensel 6zellige sahip bir kategorideki carpim
nesnesinin 6zel durumlaridir. Bir € kategorisinde verilen X ve Y nesnelerinin ¢arpimi olarak adlandirilan
nesne projeksiyon morfizmalari olarak adlandirilan p : P — X ve q : P — Y morfizmalariyla birlikte
bir P nesnesidir ve bu evrensellik 6zelligini saglar. Yani her W nesnesive f : W — X, g : W — Y
morfizmalari icin poh = f ve goh = g olacak sekilde tek bir 4 : W — P morfizmasi vardir. Bu ¢carpim
nesnesi izomorfizma farkiyla tektir. Dolayisiyla kategori teorisinde, belirli bir yapiy1 olusturan unsurlarin
dogasi 6nemsizdir. Onemli olan, bir nesnenin kategorideki diger nesnelerle nasil iligkili oldugudur. Kategori
teorisi, farkli yapu tiirlerinin birbirleriyle nasil iligkili oldugunu ortaya koyar. Ornegin, cebirsel topolojide,
topolojik uzaylar gruplarla (modiiller, halkalar vb.) ¢gesitli sekillerde (homoloji, kohomoloji, homotopi,
K-teorisi gibi) iligkilidir. Kategori teorisi tam da bu baglantilar1 acikliga kavusturmak ve karsilagtirmak icin
Eilenberg ve Mac Lane tarafindan icat edilmistir. Iste bu amag¢ dogrultusunda en 6nemli kavramlardan
biri, funktorlar olarak adlandirilan kategoriler arasindaki morfizmalardir. Detayli tanimi verilmeden énce
funktorlar kategoriler arasinda yapi koruyan doniisiimler olarak adlandirilabilir.

Tanim 2.

C ve D iki kategori olsun. Bir kovaryant F : € — D funktoru C’nin her A nesnesine D’nin bir F(A)
nesnesini, €’deki her f € More(A, B) morfizmasina D’de bir F(f) € Mor4(F(A), F(B)) morfizmasini
karsi getiren ve asagidaki kosullar1 gercekleyen bir kuraldir:

1. f € More(A,B),g € More(B,C) ise F(gof) = F(g)oF(f)dir.
2. C’nin her A nesnesi i¢in F(1,4) = 1p4)’dir.
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Tanim 3.

Cve D iki kategori olsun. Bir kontravaryant F : ¢ — D funktoru C'nin her A nesnesine D’nin bir F(A)
nesnesini, €’deki her f € More(A, B) morfizmasina D’de bir F(f) € Mory(F(B), F(A)) morfizmasini
karsi getiren ve asagidaki kosullar1 gercekleyen bir kuraldir:

1. f € More(A, B),g € More(B,C) ise F(gof) = F(f)oF(g)dir.
2. C’nin her A nesnesi i¢in F(1,4) = 1p4)’dir.

Ornek 2.
1. U : R-Mod— Set doniisiimiinii her A € Ob(R-Mod) icin U(A) = A ve R-Mod’daki herhangi bir
f homomorfizmasi i¢in U(f) = f olarak tanimlayalim. U bir kovaryant funktordur. U’ya unutkan
funktor denir. Bunun nedeni U(A) = A’nin bir kiime olarak diisiiniilmesi yani A’nin modiil yapisinin
unutuluyor olmasi ve U(f)'nin de kiimeler arasinda bir fonksiyon olarak goriilmesidir.
2. Bir € kategorisi ve C’nin bir A nesnesini alalim. F4, = Mor(A, —) : € — Set doniisiimiinii asagidaki
gibi tanimlayalim:

(a) Her B € Ob(C) igin F 4(B) = Mor(A, B).
(b) g : B—> Cigin F4(g) : Mor(A, B) — Mor(A, C) morfizmasini F 4(g)(f) = gof.

F 4 bir kovaryant funktordur.
3. Bir € kategorisi ve €’nin bir B nesnesini alalim. F2 = Mor(—, B) : € — Set doniisiimiinii asagidaki
gibi tanimlayalim:

(a) Her A € Ob(@) icin FB(A) = Mor(A, B).
(b) g : A — Cicin FB(g) : Mor(C,B) — Mor(A, B) morfizmasini1 FB(g)(f) = fog.

F3 bir kontravaryant funktordur.
4. H, : Jop—> Ab doniisiimiinii agagidaki gibi tanmimlayalim:

(a) Her X topolojik uzayina n. homoloji grubu olarak adlandirilan H,(X) grubunu karsilik
getirsin.

(b) Her f : X — Y siirekli fonksiyonuna H,(f) : H,(X) — H,(Y) grup homomorfizmasini
karsilik getirsin.

H,, bir kovaryant funktordur. Bu funktor tekil homoloji funktoru olarak adlandirilir.

Tanim 4.

Verilen F : A — Bve G : A — B funktorlari icin dogal doniisiim olarak adlandirilans : F — G
fonksiyonu, A’'nin her A nesnesine B’nin bir n(A) : F(A) — G(A) morfizmasini karsilik getiren bir
fonksiyondur 6yle ki A’daki her f : A — A’ morfizmasi icin asagidaki diyagram degismelidir. Yani
G(f)on(A) = n(A")oF(f)dir.

Fa) 22 6(4)

F(f)l LG(f)

F(A")——=G(A
(4) —= G(A))

A’daki her A nesnesi i¢in 7(A) morfizmasi bir izomorfizma ise 1’ya dogal izomorfizma denir.
Bir dogal doniisiim ilgili kategorilerin morfizmalarin bilegkesi gibi i¢ yapisini bozmadan bir funktoru

digerine doniistiirmenin yolunu saglar. Bu nedenle bir dogal doniisiim funktorlarin morfizmasi olarak
diistiniilebilir. Dogal doniisiimlerin bircok ornegi [4]’te verilmektedir.
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Ornek 3.

1. BirF : A — B funktoru i¢in A’nin her A nesnesine 1p(4) morfizmasini karsilik getiren 15 : F —
F bir dogal izomorfizmadir.

2. Verilen iki U : Grp— Setve F : Set—> Grp funktorlarii¢in 7 : 1g,, —> UoF ven’ : FoU —
1g,p fonksiyonlari birer dogal dontistimdiir.

Onerme 1.
Iki dogal doniisiimiin (dikey) bileskesi bir dogal doniisiimdiir.

Kamnit. Verilen F,G,H : A — B funktorlarii¢inn : F — Gve £ : G — H iki dogal doniisiim ve
f 1 A — B morfizmasi A kategorisinde bir morfizma olsun. O zaman asagidaki diyagrami olusturabiliriz:

7(4) £(A)

F(A) G(A) H(A)
F(f)L lG(f) jH(f)

F(B) —> G(B) = H(B)

®) B)

n ve & dogal doniisiim oldugundan, sol kare ve sag kare degismelidir. Yani

G(f)on(A) = n(B)oF(f)

* H(f)o(4) = EB)oG(f).
Burad
i H()oE(A)on(A) = £(B)oG(f)on(4) = EB)on(B)oF()
elde edilir. Bu £o7’nin dogal doniisiim oldugu anlamina gelir. O

Eilenberg ve Mac Lane’in ilk gozlemledigi gibi, funktoru tanimlayabilmek icin kategori, dogal doniisiimii
tanimlayabilmek icin de funktor tanimlanmustir ([4, §1.4]). Kategori teorisi, matematigin farkli dallarindaki
yapilar arasinda derin birlestirici iligkiler kurar. Funktorlar ve dogal doniisiimler sayesinde, kiimelerden
gruplara, topolojik uzaylardan cebirsel yapilara kadar genis bir yelpazede yapisal doniisiimler anlam kazanir.
Bu teori, hem soyut hem de uygulamali matematigin pek ¢ok alaninda temel bir rol oynar.
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[1] Alizade, R. ve Pancar, A., Homoloji Cebire Girig, Yeniden Diizenlenmis Baski 2016. https://www.resear
chgate.net/publication/312136271_Homoloji_Cebire_Giris

[2] Eilenberg, S. ve MacLane, S., Group Extensions and Homology, Annals of Mathematics 43 (4), (1942)
757-831.

[3] Eilenberg, S. ve MacLane, S., General Theory of Natural Equivalences, Transactions of the American
Mathematical Society 58 (2), (1945) 231-294.

[4] Mac Lane, S., Categories for the Working Mathematician, Springer, Second Edition 1998.

[5] Reihl, E., Category Theory in Context, Dover Publications 2016.

86



. . - 2025-1(1)
HACETTEPE LISANS MATEMATIK DERGISI

Digum Teorisine Giris: Temel bir
degismez "Baglanma Sayisi" Gizerine

SINEM ONARAN

Hacettepe Universitesi Matematik Béliimii
&9 sonaran@hacettepe.edu.tr

Diiglimler, insanlik tarihinin en eski araclarindandir. Giysi yapimindan balikcilifa, zaman 6l¢limiinden
ingaata kadar pek cok alanda kullanilmistir. Matematikte topolojinin bir dali olarak ¢alisilan diigiim teorisi
ile ilgili ilk caligmalar 18. ve 19. yiizyillarda Vandermonde, Gauss ve Listing tarafindan yapilmistir. 20.
ylizy1lda Alexander ve Reidemeister onemli adimlar atmig, Jones’un 1984’te tanimladig1 polinom ise teoriyi
derinlestirmistir. Bugiin diigiim teorisi; matematik disinda fizik, kimya ve 6zellikle DNA topolojisi gibi
biyoloji alanlarinda da uygulanmaktadir.

Diigiimleri, kendi kendini kesmeyen kapali egriler olarak diisiinebiliriz. Matematiksel acidan ise bir
diiglim, R3 i¢cinde birim ¢gember S! = {(x,y) | x*> + y? = 1}e homeomorfik olan altkiimeleri olarak tanimla-
nabilir. Burada, iki topolojik uzay arasinda tanimh bir f : X — Y fonksiyonu birebir, orten, siirekli ve tersi
f~! de siirekli ise, bu fonksiyona bir homeomorfizma denir. Béylece X ve Y uzaylar1 birbirine homeomorfik,
yani topolojik olarak esdeger kabul edilir.

Sekil 1. Coziik diigiim.

Sekil 1’de diigiim diyagrami verilen ¢oziik diigiim, en basit diiglim 6rnegidir. R3 uzay icerisindeki bir
diigiimiin diyagrami, diiglimiin xz-diizlemine olan izdiistimiidiir. Bir diigiimiin birden fazla izdiistimii yani
birden fazla diyagram olabilir.

O o §®

Sekil 2. Coziik diigiimiin birden fazla izdiistim{i.

Coziik diiglimden sonraki en basit diigiim ornekleri trefoil diiglimii ve Sekiz diiglimiidiir.

&

Sekil 3. Trefoil diigiimii ve Sekiz diigiimii.
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Diigiimlerin ayrik birlesimlerini alirnirsa bir link elde edilir. Linki olusturan her bir diiglim, linkin bir
bilesenidir. 2-bilesenli linke Hopf link ve Whitehead link orneklerini verebiliriz.

DR

Sekil 4. Hopf link ve Whitehead link.

Bir diigiim diyagraminda yaylarin birbiri izerinden gectigi yerlere diigiim caprazlamasi denir. Diigiim
diyagramlarinda iki tip caprazlama goriilebilir.

AN /
N/

Sekil 5. Diiglim diyagramindaki ¢aprazlamalar.

Bir diigiim diyagram iizerinde belirli bir nokta secerek, bu noktadan baslayip saat yoniinde ya da saat
yoniiniin tersine hareket edebiliriz. Diyagram iizerinde bu yoniin agikca belirtildigi diiglim ya da linke
yonlii diiglim ya da yonlii link adi verilir. Yonlii diiglim 6rneklerini Sekil 6’de gorebilirsiniz.

O Q@

Sekil 6. Yonlii diigiimler.

Peki, verilen iki diigiimiin birbirinden farkli olup olmadigini nasil anlayabiliriz? Ornegin, ¢oziik dii-
glim ile trefoil diiglimiiniin farkli oldugu nasil ispatlanir? Bu tiir sorular1 yanitlayabilmek icin diigiim
degismezleri ad1 verilen matematiksel araclara ihtiyac¢ duyariz.

Diigiim degismezleri, bir diigiimiin farkl diyagramlarla gosterilmesine ragmen degismeden kalan,
diigiime ait temel karakteristik ozellikleri ortaya koyan niceliklerdir. Bagka bir deyisle, diigiim {izerinde
yapilan topolojik doniisiimlerle degismeyen, diigiimiin yapisal 6zelliklerini koruyan oélgiitlerdir. Polinom
degismezleri (6rnegin Alexander, Jones veya HOMFLY polinomlari), baglanti sayisi, minimum ¢aprazlama
sayis1 ve cebir teorisi kullanarak diigiim grubu gibi bir¢ok farkli diigiim degismezi tanimlanmistir. Bu
degismezler, farkl diigiimleri ayirt etmenin yani sira, diigiim teorisinde siniflandirma yapabilmenin de
temel araclaridir. Ayni zamanda yon kavrami da birgok degismezin taniminda kritik bir rol oynar; ¢iinkii
bazi diigiim degismezleri yonlii diigiimler {izerinde tanimlanir ve diigiimiin yonii degistirildiginde elde
edilen deger degisebilir. Bu nedenle, yon bilgisi ve degismezlerin birlikte kullanimi, diigiim teorisinde
vazgecilmez bir 6neme sahiptir.

Iki diigiimiin aslinda ayn1 diigiim olup olmadigini, yani izotopik olup olmadiklarini géstermek icin
Reidemeister hareketlerini kullanabiliriz. Bu hareketler, diigiim diyagrami iizerinde yapilan lokal degisik-
liklerle, diigiimiin topolojik dzelligini bozmadan seklinin degistirilmesini saglar. U¢ temel Reidemeister
hareketi vardir ve bu hareketler Sekil 7’de gosterilmistir.
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IS >

o
K

Sekil 7. Reidemeister hareketleri.

Reidemeister hareketleri, diiglim diyagramlar: arasinda gecis yapmanin ve esdegerlik gostermenin
temel yollarindandir. Asagidaki teorem, iki diyagramin ayni diigiimii temsil etmesi icin bu hareketlerin
yeterli oldugunu ifade eder:

Teorem 1. (Reidemeister-Markov)

Iki diigiim (veya link) diyagramwmn aymi diigiimii (veya linki) temsil etmesi icin gerekli ve yeterli kosul, bu
iki diyagramin sonlu sayida Ry, R,, R; Reidemeister hareketleri, bu hareketlerin tersleri ve diizlem izotopileri
yoluyla birbirine doniistiiriilebilir olmasudir.

Burada izotopi, diigiim yayinin siirekli bir bicimde deformasyona ugramasi anlamina gelir. Diizlem
izotopisi ise, bu deformasyonun diigiim yayinin kendini kesmeden gerceklestirdigi siirekli hareketlerdir.

Bir diigiim icin tanimlanan bir nicelik, eger tiim Reidemeister hareketleri altinda degismeden kaliyorsa,
bu nicelik diiglim degismezi olarak adlandirilir.

Simdji, diigiimler ve linkler icin tanimlanmis 6nemli bir degismez olan baglanma sayisi izerinde duralim.
Baglanma sayisini tanimlayabilmek icin ncelikle diigiime veya linke bir yon vermemiz ve caprazlamalarini
incelememiz gerekir. Verilen yonlii diigtim veya yonlii link diyagraminda her bir caprazlama igin, Sekil 8'de
gosterildigi sekilde bir say1 atanir. Bu atamaya gore:

+1 -degeri verilen ¢aprazlamalara pozitif caprazlama,

—1-degeri verilen caprazlamalara ise negatif caprazlama denir.

X A
a7

Sekil 8. Pozitif ve negatif caprazlama.

K, ve K, olmak iizere iki yonlii bilesene sahip bir link diyagrami ele alalim. Bu iki bilesen arasinda olusan
caprazlamalardaki +1 ve —1 degerlerinin toplaminin yarisi, K; ile K, bilesenleri arasindaki baglanma sayisi
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olarak tanimlanir ve bs(K;, K,) seklinde gosterilir. Baglanma sayisi, Reidemeister hareketleri altinda sabit
kaldigindan, diyagramin secimine bagh degildir ve bu nedenle yonlii linkler i¢in bir topolojik degismezdir.

Siradaki adimda, baglanma sayisinin bazi 6rnek linkler iizerinde nasil hesaplandigini birlikte inceleye-
lim. Ornegin; aralarinda hi¢ ¢aprazlama olmadii igin Sekil 9'da verilen linkin bilesenleri icin baglanma

sayis1 bs(K;, K,) = O’dir.

Sekil 9. Baglanma sayisi bs(K;,K,) = 0.

Sekil 10’da verilen Whitehead linkin bilesenleri arasindaki baglanma sayisini hesaplarken sadece

aralarindaki caprazlamalardan gelen +1 ve —1 sayilar1 hesaba katilir ve bs(K;, K,) = %(—2 +2) =0dir.

Sekil 10. Whitehead linkin bilegenlerinin baglanma sayis1 bs(K;,K,) = 0.

Hopf linkin bilesenleri arasindaki baglanma sayisini ise bs(K;, K,) = %(+1 +1) = +1 olarak hesaplariz.

+1

+1

Sekil 11. Pozitif Hopf link, baglanma sayis1 bs(K1, K,) = +1.

Whitehead link ile Hopf link’in bilesenleri arasindaki baglanma sayilari farkli oldugundan, bu iki linkin
birbirinden farkli oldugu sonucuna varabiliriz. Ancak, baglanma sayist ayni olan her iki linkin mutlaka
ayni olmasi gerekmez. Ornegin, ilk baglanma sayisini hesapladigimiz link 6rnegi ile Whitehead link’in
bilesenleri arasindaki baglanma sayisinin her iki durumda da 0 oldugunu gordiik. Buna ragmen, bu iki link
topolojik olarak farklidir. Bu durum, baglanma sayisinin bazi linkleri ayirt etmekte yetersiz kaldigini ve
daha giiclii degismezlere ihtiya¢ duyuldugunu gostermektedir. Bu tiir degismezlerin incelenmesi ise bash
basina ayr1 bir yazinin konusu olabilir.

Diiglim teorisinin temel hedeflerinden biri, tiim diiglimleri belirli kurallara gore siniflandirmaktir. Bu
siniflandirma siirecinde, diigiim degismezleri 6nemli bir rol oynar; cilinkii ayn1 diigiimii temsil eden farkli
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.00

Sekil 12. Baglanma sayilar1 ayni olan iki farkl link.

diyagramlar olsa bile, degismezler sabit kalir ve diigiimler arasindaki farklari ortaya koymaya yardimeci
olur. Diigiim tablosu, belirli bir caprazlama sayisina kadar olan diigiimlerin sistematik sekilde listelendigi,
siniflandirmay1 gorsellestiren 6nemli bir aractir. Bu tablolar sayesinde diiglimler kolayca tanimlanabilir,
karsilagtirilabilir ve topolojik yapilar {izerine analiz yapilabilir.

Son olarak, yazimizi sadece bilgiyle degil, biraz da merakla bitirelim:

Baglanma sayisi neden daima tam sayidir?

Bu sorunun cevabini diisliniirken, asagidaki diigiim tablosu size ilham verebilir.

SN
QHQOE
D& QR Y

Bu diigiim tablosunda, caprazlama sayisi en fazla yedi olan diigiim diyagramlari listelenmistir. Diigtimlerin
adlandirilmasi ve siralanmasinda Alexander ve Briggs’in 1926 yilinda gelistirdikleri notasyon sistemi esas
alinmustir.
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Oncelikle biraz bilgisayar ¢cag1 oncesine donelim; hatta yazinin icat edildigi zamana kadar gidebiliriz.
Ciinkii gizli bilgilere sahip olma kavraminin uygarlifin baslangicina kadar dayandif diistiniilmektedir. Sa-
vaslarda, politik entrikalarda veya kisisel mesajlarda bilgilerin yalnizca istenilen kisi tarafindan anlagilmasi
her zaman biiylik 6nem tagimistir. Bu amacla gelistirilen kriptografi, yani sifreleme bilimi, binlerce y1llik
bir gecmise sahiptir.

Ornegin Roma Imparatorlugu’nda Julius Caesar, mesajlarini gizli tutabilmek icin her harfi alfabede
belirli bir sayida kaydirarak baska bir harfile degistirdigi basit bir sifreleme yontemi kullanmigtir. Mesela her
harf 3 birim saga kaydirildiginda, sifreli metni ¢c6zmek isteyen kisinin de her harfi 3 birim sola kaydirmasi
gerekir. Burada 3 sayis1 anahtar olarak kullanilir ve mesajin dogru sekilde ¢oziilebilmesi i¢in bu anahtarin
alici tarafindan bilinmesi sarttir. Eger bu bilgi (anahtar) gizli tutulmazsa, sifreleme amacina ulagmaz ve
ayrica anahtar olmadan sifre ¢coziilemez, ¢linkii alic1 her harfi ka¢ birim geri kaydiracagini yalnizca anahtar
sayesinde bilebilir.

O zamandan itibaren uygarliklar, harflerin bagka harf veya sembollerle degistirilmesine dayanan yerine
koyma sifreleri (6rnegin Caesar sifresi) ve harflerin yerlerinin degistirilmesine dayanan yer degistirme
sifreleri yontemlerini gelistirerek sifreleme tekniklerini cesitlendirmistir. Kullanilan tekniklerin karmasiklik
seviyesi ise donemden doneme ve iilkeden iilkeye farklilik gostermistir. Ornegin, Amerika Birlesik Devletleri
1917'de I. Diinya Savasi’na girerken, Italya'da 1600’lii yillarda kullanilan sifrelerden bile daha basit yontemler
kullaniyordu.

Tarih boyunca, 20. yiizyila kadar gelistirilen sifreleme yontemlerinin tamami, bugiin simetrik sifreleme
olarak adlandirdigimiz yapiya dayaniyordu. Zamanla bu yontemler, polialfabetik sifreleme gibi daha kar-
magik tekniklerle gelismis, 20. ylizyilda ise II. Diinya Savasi sirasinda kullanilan Enigma gibi mekanik rotor
makinelerinden, gliniimiizde kullanilan modern simetrik sifreleme yontemleri olan blok ve akis sifreleme
algoritmalarina evrilmistir.

Simetrik sifrelemede hem sifreleme hem de sifre ¢c6zme islemi icin ayni gizli anahtar kullanilir. Bu
anahtar, algoritmanin en 6nemli bilesenidir. Peki neden bu kadar 6nemli oldugunu bir 6rnekle aciklayalim,
ciinkii temel mantig1 her zaman aynidir. Ornegin blok sifrelemede, mesaj 6nce belirli uzunluktaki parga-
lara boliiniir ve her parca, anahtarin belirledigi karmasik matematiksel islemlerden gegirilerek sifrelenir.
Cozme algoritmasi ise ayn1 anahtar1 kullanarak bu islemleri tersine ¢evirir ve orijinal mesaji ortaya cikarir.
Burada asil 6nemli olan, tiim matematiksel doniisiimlerin anahtara bagh olmasidir. Anahtar degistiginde,
algoritmanin tiim adimlarindaki matematiksel islemler de degisir. Bu nedenle yanlis anahtar kullanan biri,
ortaya c¢ikan karigikliktan hicbir anlamli bilgi elde edemez.

Tabii simetrik sifrelemenin biiyiik bir sikintisi vardir; en biiyiik sorun anahtarin giivenli bir sekilde
paylasilmasidir.

Iste bu soruna ¢6ziim arayisiyla birlikte, 1976 yilinda Whitfield Diffie ve Martin Hellman, “New
Directions in Cryptography” baslikli makalelerini yayimladiklarinda, kriptografi diinyasinda yeni bir
donem baglamis oldu [1]. Ciinkii Diffie-Hellman protokoldi, tarihte ilk kez yayimlanan asimetrik algoritma
olarak, daha 6nce miimkiin olmadig diisiiniilen bir seyi basardi: iki tarafin, 6nceden hic karsilasmadan
ortak bir gizli anahtar olusturabilmesini sagladi. Bu gelisme, asimetrik kriptografinin diger adiyla acik
anahtarl kriptografinin dogusuna zemin hazirladi.
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Asimetrik sifreleme sistemlerinde her kullanicinin bir acik anahtari ve bir de gizli anahtar1 bulunur.
Acik anahtar herkesle paylasilabilirken, gizli anahtar yalnizca sahibinde kalir. Gonderici, alicinin agik
anahtarini kullanarak mesaji sifreler ve bu mesaji yalnizca alici, kendi gizli anahtariyla ¢ozebilir. Boylece
giivenli iletisim icin 6nceden gizli anahtar paylasimi yapmaya gerek kalmaz.

Burada not olarak belirtmek gerekir ki, ele alacagimiz Diffie-Hellman bir asimetrik sifreleme algoritmasi
degil, bir anahtar paylasim protokoliidiir.

Simdi, anahtar degisim problemini daha iyi kavrayabilmek icin bir senaryo hayal edelim. Daha 6nce
hig iletisim kurmamus iki tarafin, aralarindaki iletisimi gizli tutarak haberlesmek istediklerini varsayalim.
Iletisim kanali {izerinde bir saldirganin bulunabilecegi ihtimalini bilerek, taraflar mesajlarini saldirgan
tarafindan ¢oziilemeyecek ve tamamen okunamaz hale getiren bir sifreleme sistemi kullanmaktadir.

Ancak bu sifreleme sisteminde, gonderici mesaji sifrelemek icin bir anahtar (gizli bilgi) kullanmakta
ve alicinin da bu sifreli mesaji ¢ozebilmesi icin ayn1 anahtara sahip olmasi gerekmektedir. Gondericinin
bu anahtari giivenli olmayan iletisim kanali izerinden dogrudan aliciya iletmesi durumunda, saldirganin
anahtara erisme ve bdylece sifreli mesaji ¢ozme riski ortaya cikar.

Iste bu noktada, taraflar arasinda giivenli bir sekilde ortak bir anahtarin paylasilmasi sorunu, yani
anahtar degisim problemi, karsimiza ¢cikmaktadir.

1976 yilinda Whitfield Diffie ve Martin Hellman tarafindan onerilen Diffie-Hellman Anahtar Degi-
simi, anahtar dagitim problemlerine bir ¢6ziim sunar. Yani, iki tarafin daha 6nce birbirleriyle tanismadan,
giivensiz bir kanal iizerinden ortak bir gizli anahtar iizerinde anlagsmasini saglar. Bu sayede, ortak {iretilen
anahtar ile gbnderici mesajini sifreleyip giivensiz ag {izerinden aliciya iletebilirken, alici da ayn1 anahtar
kullanarak bu sifreli mesaji ¢ozebilir.

Diffie-Hellman anahtar degisim protokolii, p bir asal say1 olmak {izere, mod p altinda tanimli sonlu
cisim Z,’nin sifir dig1 elemanlarinin olusturdugu carpimsal bir grup olan Z;, lizerinde tanimlanmistir.

Burada

z,={0,1,2, .., p—1} Zy = 1,2, .., p—1}

seklindedir.

(Z3, ) sonlu grubu, abelyen (degismeli) ve devirli bir gruptur. Devirli olusuna agiklik getirelim:
Bir g € Z}, icin, eger

{g! (mod p), g* (mod p), ..., g~ (mod p)} = Z,

esitligi saglaniyorsa, yani Z;, kiimesinden aldigimiz bir eleman g’nin mod p altindaki gl, g%, ..., gP  kuv-
vetleri, Z}’deki tlim elemanlar1 hicbir tekrar olmadan veriyorsa, bu durumda g sayisina mod p igin bir
ilkel kok, Z;, grubuna da devirli grup denir.

Simdi bu protokoliin isleyis siirecini ele alalim. Taraflar1 gonderici olarak Ayse ve alic1 olarak Burak
seklinde adlandiralim. Ardindan, taraflar arasinda anahtar degisiminin nasil gerceklestigini adim adim
inceleyelim.

Adim 1: Taraflar, herkes tarafindan bilinebilecek sekilde yeterince biiyiik bir asal say1 p ve mod p
altinda ilkel bir kok g {izerinde anlagirlar.

Adim 2: Gonderen (Ayse), rastgele bir a tam sayisi secer ve bu degeri gizli tutar. Alici (Burak), rastgele
bir b tam sayis1 secer ve o da bu degeri gizli tutar.

Adim 3: Ayse A = g° (mod p) ifadesini hesaplar ve bu degeri Burak’a gonderir. Burak ise B =
g? (mod p) degerini hesaplayip Ayse’ye génderir.

Adim 4: Ayse, Burak’tan kendisine gelen B degerini kullanarak B¢ (mod p) hesaplamasini yapar.
Burak ise Ayse'den aldig1 A degerini kullanarak AP (mod p) islemini gerceklestirir.

4. adimin sonunda Ayse, B® = g?® (mod p) hesaplamis, Burak ise A? = g®? (mod p) hesaplamis oldu.
ab = ba oldugundan her iki taraf da ayni gizli anahtara ulagmis olur. Artik bu anahtar, daha sonra simetrik
sifreleme sistemlerinde kullanilabilir.

Somutlastirarak anlatmak gerekirse:
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Burak, yeni bir yemek bloguna abone olur. Bu blogda, diinya capindaki sefler gizli tariflerini takas
etmek amaciyla iletisim kurmaktadir. Bir giin Burak, blog {izerinden “AyseChef06” adl1 kullanicidan bir
mesaj alir.

Ayse, Akdeniz mutfagina ait cok 6zel bir sos tarifini paylagsmak istedigini, ancak blogun mesajlagsma
sistemine glivenmedigini belirtir.

Bunun iizerine Burak, bu sorunu birlikte calisarak ¢tzebileceklerini sdyler. Onerisi sudur: Blogun
herkese acik kanalini kullanarak, sadece kendilerinin bilecegi ortak bir gizli anahtar olustursunlar. Daha
sonra bu anahtar, bir simetrik sifreleme sisteminde (6rnegin AES, 3DES) kullanilarak, sos tarifi giivenli
bir sekilde sifrelenebilir. Boylece tarifin icerigi blog iizerinden iletilse bile, {iclincii sahislar tarafindan
okunamaz hale gelecektir.

Simdi bu siireci niimerik bir 6rnekle agiklayalim:

Adim 1: Burak, herkese acik blog kanalinda iki bilgi paylasir: Asal say1 p = 71 ve g = 7 ilkel kok
iizerinde anlagalim.

Adim 2: Ayse gizli tam say1 olarak 6 degerini seciyor ve Burak 60’1 se¢iyor.

Adim 3:Ayse A = 7° (mod 71) = 2 degerini hesapliyor ve Burak’a gonderiyor.

Burak B = 7% (mod 71) = 30 degerini hesapliyor ve Ayse’ye génderiyor.

Adim 4: Ayse, Burak’tan gelen B = 30 degerini kullanarak: K = 30° (mod 71) = 45 hesapliyor. Burak
ise Ayse’nin gonderdigi A = 2 degerini kullanarak: K = 2%° (mod 71) = 45 hesapliyor.

Yani, K = 45 ikisinin de kullanacagi ortak gizli anahtar olur.

Peki, bu iletisimi izleyen bir kulak misafiri neden ortak anahtara ulagamaz? Bu sorunun yanitini
aciklayalim.

Diffie-Hellman anahtar degisiminin giivenligi, ayrik logaritma problemine dayanir ve bu problemin
coziilmesi zor oldugu diisiiniilmektedir.

Z}, kiimesinde tanimli Ayrik Logaritma Problemi su sekilde ifade edilir:

p asal say1 olmak lizere, Z}, grubunda bir ilkel k6k g ve bir say1 h verildiginde,

g* = h (mod p)

esitligini saglayan x tam say1 degerine, h’nin g tabanina gore ayrik logaritmasi denir.

Burada asil mesele sudur: Eger g, x ve p biliniyorsa, h’yi bulmak kolaydir. Ancak g, h ve p biliniyorken
x’1 bulmak yeterince biiyiik sayilar icin oldukca zordur. Bu probleme ayrik logaritma problemi adi verilir.

Simdi protokole geri donelim. Burada kulak misafiri, herkese acik olan asal say1 p ve ilkel kok g gibi
bilgilere sahiptir. Adim 3’te Ayse’nin Burak’a ve Burak’in da Ayse’ye acik ag iizerinden direkt gonderdikleri
A = g% (mod p) ve B = g (mod p) degerlerini okusa da, burada Ayse ve Burak tarafindan gizli tutulan a
ve b degerlerini bulmak icin yukarida tanimlanan ayrik logaritma problemini ¢ozmesi gerekir.

Eger saldirgan bu problemi ¢ozebiliyorsa, yani taraflarin gonderdikleri A = g% (mod p) ve B =
g® (mod p) ifadelerinden a ve b’yi ¢ikarabilirse, bu durumda Ayse ve Burak’in ortak gizli anahtari olan
2 (mod p) degerini hesaplamasi kolay olur ve boylece Ayse ile Burak’in paylastig1 ortak anahtara erisebilir.

Verilen niimerik 6rnege bakildiginda, 7° (mod 71) = 2, 7°° (mod 71) = 30 esitliklerinde ayrik loglarin
hesaplanmasi, kiiciik asal sayilar ile calisildigindan deneme-yanilma yontemiyle kolaylikla gerceklestirile-
bilir.

Bununla birlikte, ayrik loglarin hesaplanmasi icin: Yaklasik 20 veya daha az ondalik basamaga sahip
asal sayilar icin calisan Bebek-Adim Dev-Adim yontemi, 20 veya daha fazla ondalik basamaga sahip asal
sayilar icin ise Indeks Hesabi yontemi tercih edilebilir.

Ancak gercek hayattaki Diffie-Hellman uygulamalarinda kullanilan asal say1 p, genellikle 2048 bit
(yaklasik 617 basamak) uzunlugunda, ilkel kok g, 2, 3, 5 veya 7 gibi kiiciik sayilar secilirken, gizli tutulan a
ve b de en az 256-512 bit uzunlugunda secilmektedir. Bu durumda, ayrik logaritmanin hesaplanmasi icin
klasik bilgisayarlar tizerinde her ne kadar algoritmalar gelistirilmis olsa da, kullanilan asal sayilarin oldukga
biiyiik olmasi nedeniyle bu algoritmalar iistel zaman gerektirmektedir ve dolayisiyla klasik bilgisayarlar
iizerinde makul siirede hesaplama yapilamamaktadir.
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Diger yandan, kuantum bilgisayarlar icin gelistirilen Shor algoritmasinin ayrik logaritma problemini
logaritmik zamanda ¢ozebilecegi teorik olarak gosterilmistir [2]. Ancak mevcut teknoloji diizeyinde ku-
antum bilgisayarlar, biiyiik asal sayilar {izerinde islem yapabilecek yeterli kapasiteye sahip degildir. Yine
de teorik olarak miimkiin goriilmesi, gelecekte Diffie-Hellman protokollerinin kuantum tehditlere karsi
savunmasiz kalabilecegini gostermektedir. Bu dogrultuda, kuantum tehditlere karsi direncli kriptografik
sistemlerin gelistirilmesine yonelik caligmalar kuantum sonrasi (post-quantum) kriptografi alaninda devam
etmektedir.
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Crasmus gﬁﬂ fiikleri o
9 .

m Nurten Unlersen — Czestochowa Teknoloji Universitesi, Polonya

Ekim 2024 ve Subat 2025 aylar1 arasinda, Polonya’nin Cestohova
sehrinde bulunan Politechnika Czestochowa Universitesi'nde Eras-
mus hareketliligi kapsaminda bulundum. Bu siire¢, hem akademik
hem de kisisel gelisimim agisindan oldukca degerli ve doniistiiriicii
bir deneyim oldu.

Erasmus programi sayesinde ilk kez ailemden ve aligtigim cev-
reden uzak bir yerde, tamamen kendi basima yasadim. Bu durum
bana hem sorumluluklarimi daha iyi yonetmeyi hem de ani gelisen
durumlara karsi ¢ézlim iiretmeyi 6gretti. Farkli bir tilkede bagimsiz
bir sekilde yasamay1 deneyimlemek, ozgiivenimi artirdi ve bana
biiyiik bir kisisel olgunluk kazandirdi.

Konaklama acisindan sansliydim; okulun yurdu oldugu icin bu
konuda herhangi bir sorun yasamadim. Polonya, yasam maliyetleri
bakimindan oldukca avantajlh bir tilkeydi. Verilen Erasmus hibesi,
giinliik harcamalarimi karsilamak agisindan biiyiik 6l¢iide yeterli
oldu. Yalnizca ekstra seyahatlerim i¢in kendi birikimlerimi kullan-
dim. Bu sayede giindelik ihtiyaclarimi rahatca karsilayabildim.

Polonya, Avrupa’nin merkezinde yer aldigi icin seyahat etmek oldukca kolaydi. Bu firsati1 degerlendirerek
sekiz farkl iilkeye gittim. Her bir iilke, kendine has bir atmosfer ve kiiltiirel miras sunuyordu. Farkli
sehirlerde kaybolmak, yeni yerler kesfetmek ve yerel halkla iletisim kurmak, kendi sinirlarimi zorlamami
ve daha cesur adimlar atmami sagladi. Seyahat etmek sadece yeni yerler gormeme degil, ayn1 zamanda
kendimi daha iyi tanimama yardimc1 oldu.

Erasmus siirecindeki en biiyiik kazanimlarimdan biri de ¢ok kiiltiirlii bir cevrede bulunmak ve farkl
iilkelerden gelen 6grencilerle tanismak oldu. Onlarla vakit gecirmek, yasam tarzlarini, diistinme bigcimlerini
ve geleneklerini 6grenmemi sagladi. Siirekli Ingilizce iletisim kurmak durumunda oldugum icin dil pratigi
yapma firsat1 da buldum. Bununla birlikte, giinliik hayatta Polonya halkinin Ingilizce konusunda gok yetkin
olmamasi zaman zaman iletisim zorluklar1 yasamama neden oldu.

Akademik acidan da verimli bir donem gecirdim. Politechnika Czestochowa Universitesi’nde toplam alti
ders aldim. Bu dersler arasinda zorunlu derslerimden olan Diferansiyel Denklemler ve Ayrik Matematik’in
yani sira, Niimerik Analiz, Matematiksel Programlamaya Giris ve Fuzzy Modeling gibi laboratuvar agirlikl
secmeli matematiksel programlama dersleri de vardi. Ayrica, alan dist secmeli olarak Mikroekonomi
dersi aldim. Tiim dersler Ingilizce islendigi icin hem igerikleri takip etmekte hem de dgretim {iyeleriyle
iletisim kurmakta herhangi bir zorluk yasamadim. Dénem sonunda aldigim alt1 dersin tamamini basariyla
tamamladim ve bu derslerin tiimiinii Hacettepe Universitesi’nde saydirabildim.

Derslerin islenis bicimi, Hacettepe Universitesi’ndekine oldukca benziyordu. Genellikle haftada bir
saat teorik ve bir saat uygulamali oturumlar seklinde yiiriitiilityordu. Eger dersin laboratuvar igerigi varsa,
her hafta bir laboratuvar projesi hazirlamamiz bekleniyordu. Ders icerikleri de genel olarak benzerdi, bu
nedenle akademik anlamda uyum saglamakta zorlanmadim.

Kisacasi, Erasmus deneyimi bana yalnizca akademik ve dil gelisimi degil, ayn1 zamanda kiiltiirel
farkindalik ve 6zgiiven kazandirdi. Farkl kiiltiirlerden insanlarla tanismak, yeni iilkeler kesfetmek ve
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bagimsiz bir sekilde yasamay: 6grenmek hayatimin en degerli deneyimlerinden biri haline geldi. Bu siirec,
bakis acimi genisletti ve kendimi bir¢ok farkli ortamda daha rahat ifade edebilmemi sagladi. Hayatim
boyunca unutamayacagim anilar biriktirme firsati yakaladim.

m Tolga Topguoglu — Tiibingen Universitesi, Almanya

Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii 6grencisiyim. 2024 ba-
har doneminde Erasmus+ 6grenci degisim programi kapsaminda,
dordiincii ddsnemimi Almanya’nin Tiibingen sehrindeki Eberhard
Karls Universitesi’nde gecirdim. Bu siireg, akademik, sosyal, kiiltii-
rel ve ekonomik yonleriyle oldukca 6gretici ve gelistirici bir deneyim
oldu.

Akademik acidan, Almanya’daki sistemin daha esnek ve 6grenci
odakli oldugunu gozlemledim. Ancak ders secimi siireci kolay ol-
madi; Ingilizce verilen derslerin ¢cogu yiiksek lisans diizeyindeydi,
Almanca verilen dersler ise benim mevcut dil seviyemi asiyordu.
Neyse ki, hem Hacettepe’deki hem de Tiibingen’deki koordinatorle-
rimin destegiyle seviyeme ve ilgi alanima uygun dersleri secebildim.

Bazi derslerde basarili oldum, bunda hocalarimin anlayish ve
destekleyici yaklasimi biiyiik rol oynadi. Ornegin, Dogrusal Cebir
dersinden ¢ekilmek zorunda kaldim ciinkii ders tamamen Almanca
isleniyordu ve bu benim aligik oldugum, dersi derste 6grenme yon-
temlerimle uyusmuyordu. Ayrica, her hafta verilen 6devlerin dili
ve kapsami nedeniyle bu dersi takip etmek oldukc¢a zordu.

Buna karsilik, Almanca dil dersimi yliksek motivasyonla tamamladim; giinliik hayatta pratik yapma
imkanim da oldugu icin basarili bir sekilde gectim. Dinamik Sistemler dersi ise farkliyds; yiiksek lisans
seviyesindeydi ve icerigi zorluydu. Ancak hocam zorlandigimi fark edip bireysel destek sagladi. Final
sinavinda ergodik teori kismini kendi anlayabildigim diizeyde ifade ettim ve bu sayede dersi gectim.

Genel olarak degerlendirdigimde, lisans egitiminin erken déneminde Erasmus’a gitmenin akademik
acidan oldukca zorlayici olabilecegini diisiinliyorum. Yeterli Almanca seviyem olsayd: bile, sistemin yapisi
ve derslerin islenis tarzi bana oldukca farkli geldi. Alman egitim sisteminde biiylimemis olmak, temel yak-
lasimlarina asina olmamak onemli bir dezavantaj olusturdu. Daha bireysel, arastirma odakli bir sistemleri
var ve bu, benim alisik oldugum 6grenme tarzindan oldukca farkliydi.

Sosyal ve kiiltiirel agidan, Erasmus siireci bana bircok farkli milletten insanla tanisma ve dostluk kurma
firsat1 sundu. Ortak iletisim dilimiz Ingilizceydi; bu, yabanci dil pratigi yapmam acisindan ¢ok faydali oldu.
Italyan ve Ingiliz arkadaslarimla diizenledigimiz kiiltiirel yemek geceleri gibi etkinlikler sayesinde sadece
farkl: kiiltiirleri tanimakla kalmadim, ayn1 zamanda kendi kiiltiiriimii de paylasma sansi yakaladim. Beg
aylik siirecte Avrupa’nin farkl koselerini gezme firsatim oldu ve bu seyahatler bana unutulmaz anilar
kazandirdi.

Ekonomik acgidan, Almanya’daki yasam bizim i¢in Tiirkiye’ye gore olduk¢a pahaliydi. Erasmus hibesi
elbette destek sagladi ama Ozellikle konaklama ve temel ihtiyaclar icin ek biitce yonetimi gerektirdi. Bu
durum bana finansal sorumluluk bilinci ve biitce planlama aliskanlig1 kazandirdi. Ucuz marketlerden
aligveris yaparak, 6grenci indirimlerinden faydalanarak ve bisikletli ulagimi tercih ederek ekonomik dengeyi
sagladim.

Karsilastigim zorluklar arasinda biirokratik siireclerin yavasligi, dil bariyerleri ve yalnizlik hissi 6ne
cikiyordu. Ancak bu zorluklar bana sabirli olmayi, kendi ayaklarim {izerinde durmay1 ve yeni ortamlara
daha kolay adapte olmay1 ogretti. Baslangicta ¢ekindigim dil meselesi zamanla avantaja doniistii; hem
Ingilizcemi gelistirdim hem de Almanca konusunda kendime giiven kazandim.

Sonuc olarak Erasmus, yalnizca bir 6grenim hareketliligi degil; kendimi kesfetme, kiiltiirler aras1 anlayig
gelistirme ve diinyaya daha acik bir birey olma yolculuguydu. Bu siirece katki saglayan tiim koordina-
torlerime, hocalarima, AB ofisine ve aileme tesekkiir ederim. Her {iniversite 6grencisinin bu deneyimi
yasamasini ictenlikle tavsiye ederim.

f
1
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Matematik boliimiinden mezun olan 6grencilerimizin yollar1 farkli yonlere uzaniyor: akademi, 6zel sektor,
yurt dis1 deneyimleri ve daha fazlasi... Bu kdsemizde, mezunlarimizin hem 6grencilik anilarina hem de
mezuniyet sonrasi yagadiklarina kulak veriyoruz. Onlarin hikayeleri, hem ge¢mise bir selam hem de gelecek
ogrencilere ilham niteliginde.

m ERSAN KAVAFOGLU ’05 — Meta, Yazilim Miihendisi

Cocuklugumdan beri programlamaya merakliydim. Hobi olarak
basladigim bu ilgim, hayatimin yoniinii belirledi. Hacettepe Ma-
tematik’ten mezun olduktan yaklasik bir ay sonra, Maliye Bakan-
11g1 Bilgi Islem biriminde yazilimci alimu ilan1 agilmisti. Agikgasi
basvuru yaparken “Bilgisayar miihendisleri varken beni neden
alsinlar ki?” diye diisiindiim. Ancak ailemin “Basvur, en azin-
dan bir deneyim olur” israriyla sansimi denedim. Tamamen Java
odakl1 yazili sinav ve miilakatlardan gecerek yazilimci olarak ise
alindim.

Belki sasirtici olabilir ama 2007 yilinda, Maliye Bakanligi’'nda
bircok uluslararasi sirketten ¢cok daha giincel yazilim teknolojileri
kullaniliyordu. Yiiz binlerce kullaniciya hizmet veren e-devlet
sistemini, cagdas teknolojilerle sifirdan insa etmek hem ogretici
hem de gelistiriciydi. iki yil icinde teknoloji takim liderligine
yilikseldim. O donemde birlikte ¢calistigim bazi arkadaslarim bu-
giin Apple, Oracle, Amazon gibi firmalarda miihendislik yapiyor
(benden baska bir matematik¢i daha var :) ).

Maliye Bakanhigi’'ndaki gorevim sirasinda hobi olarak 3D uy-
gulamalar ve oyunlar gelistiriyordum. 2010 yilinda, bos zamanla-
rimda Unity i¢in bir siiriikle-birak arayiiz gelistirme araci yazdim.
Bu aracin, Unity i¢in yayimlanan ilk siiriikle-birak editér oldugunu o zaman fark etmemistim. Hicbir
ticari beklentiyle yola ¢ikmadan iiriinii Unity Asset Store’a gonderdim. Ayni gece, Unity yoneticilerinden
gelen bes ayr1 e-postay1 goriince heyecandan ne yapacagimi sasirdim. Uriinii cok begenmislerdi; gorselleri
yetersiz bulmalarina ragmen yine de dayanamayip ana sayfaya koymuslardi. Ilk birkag saat iginde beg lisans
satild1 ve bu, o zamanki aylik maasima neredeyse esdegerdi. Sonraki birkag yil igcinde iiriin yaklasik 10.000
gelistirici ve stiidyo tarafindan lisanslandi. Electronic Arts, Bioware, Gameforge ve hatta US Air Force gibi
kuruluslar da bu miisteriler arasinda yer ald1.

2013 yilinda Maliye Bakanligi'ndan istifa ederek bagimsiz mobil oyunlar gelistirmeye basladim. Birkag
yil icinde bes oyun yayimladim. Ticari basar1 elde edemesem de bu siirecten biiylik deneyim kazandim.

@ ersan-kavafoglu

Daha sonra cevre miithendisligi simiilasyonlar: gelistirmek {izere bir ortagimla birlikte Cinar Yazi-
lim’1 kurduk. Bes kisilik ekibimizle cevre laboratuvar otomasyonu ve Cevre Bakanligi icin hava kirliligi
simiilasyon yazilimlari iizerine ¢alistik.
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2020 yilinda Amazon’un Tiirkiye ise alim etkinli-
gine davet edildim. Basarili gecen miilakat siireci so-
nunda Dublin’de ¢alismaya basladim. 2022 yilinda ise
Meta’nin Londra ofisine gecis yaptim ve hilen burada
gorev yapmaktayim. Gizlilik s6zlesmem nedeniyle pro-
jeler hakkinda detay veremiyorum; ancak temel olarak
artirilmig gerceklik ve giyilebilir teknolojiler tizerine
calistyorum. Merak edenler Orion projesine goz atabi-
lir (https://about.fb.com/news/2024/09/introducing-o
rion-our-first-true-augmented-reality-glasses/).

Tiim bu siirecte matematik egitiminin bana sagladig1 altyap: cok biiyiik bir avantaj sagladi. Ozellikle
oyun gelistirme ve makine 6grenmesi gibi alanlarda karsilasilan denklemleri ve yapilari rahatlikla anlayip
uygulayabiliyorum. Pek cok bilgisayar miihendisinin mesafeli yaklastigi matematiksel kavramlara asina
olmak, beni 6ne ¢ikardi. Ozellikle Lineer Cebir ve Diferansiyel Geometri dersleri, 3 boyutlu uygulamalar ge-
listirirken sikca kargilagtigim problemlerin ¢oziimiinde kilit rol oynadi. Matrisler, vektorler, kuaterniyonlar
gibi yapilar bu alanda kullanmaniz gereken temel araclar arasinda yer aliyor.

Ogrenci arkadaslara kendi deneyimlerimden edindigim ve ise yarayacagina inandigim birkag énerim
var:

« “Bilgisayar miihendisleri benden daha iyidir” gibi diislincelere kapilmayin. Yazilim 6grenilebilir, ama
matematiksel diisiinme yetenegi cok daha degerlidir ve nadirdir.

« Basgvurun. Ulasilmaz gériinen pozisyonlara bile bagvurmaktan ¢ekinmeyin.

 Yaptiklarinizi acik kaynak projelerle ya da kiigiik iiriinler olarak paylasmaktan cekinmeyin. Sizin
ihtiyaciniz olmussa, muhtemelen bagkalarinin da ihtiyaci olmustur.

« Ozellikle yapay zeka ve 3 boyutlu yazilimlar gibi matematik temelli alanlarda avantaj sizde olacak.
Bu giiciiniizii kullanin.

« Hobi projeleri iiretmek, bir seyleri gercekten anlamanin ve 6grenmenin en iyi yollarindan biridir.

« Halen devam ediyor mu bilmiyorum fakat boliimiimiizde Java, C, Pascal ve veri yapilari gibi harika
temel yazilim dersleri veriliyordu'. Bu dersler yazilima baslamak veya gelistirmek icin harika bir
firsat.

Matematik egitimi bana sadece teknik bilgi degil, problem ¢ozme aliskanligi, sabir ve analitik diisiince
kazandirdi. Hacettepe’de aldigim egitim, bu uzun yolculugun temel taglarindan biriydi.

B BURAK SIMSEK ’19 — 4HERA Yazilim ve Donamim Sistemleri, Yazilim Gelistirme Yéneticisi

Universite yolculugum, 2014 yilinda Mersin'den An-
kara’ya gelmemle bagladi. 1 y1l istege bagh hazirlik oku-
dum. Yarim donem okulu uzatarak 4,5 yilda lisans: ta-
mamladim.

Su an ses ve goriintii sistemleri {izerine donanim ve
yazilim gelistiren bir firmada Yazilim ve Ar-Ge Yoneticisi
pozisyonunda calistyorum. Videowall Controller, Digital
Signage, Otomasyon c¢oziimlerimiz; askeri ve savunma,
kamu, giivenlik, bankacilik, kurumsal ve ulasim gibi pek
cok sektorde kullanilmaktadir. Ayrica, Parlamento ve
toplanti odasi konferans ¢oziimleri gelistiriyoruz.

f brokolililer Boliimiin ilk y1li gergekten aci vericiydi. Hazirlik oku-

manin faydasi, Ankara’ya adaptasyon ve okula aligmak

konusunda oldu. Eger Ankara’da ilk seneniz ve Matematik Boliimii okuyorsaniz hayat gercekten cok zor
(Cedric). 11k ders secimi yaptigimda hangi hoca nasil biri en ufak fikrim yoktu. Ben de isimleri birbirine

'Edit6r Notu: Boliimde Python, C++, Matlab, R, Java programlarinin iglendigi se¢meli dersler mevcut!
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uyumlu olsun diye sirasiyla Fazilet Hoca, Adnan Hoca ve Nazife Hoca’dan dersleri sectim. Analiz dersinin
ilk haftasinda lise matematiginin tamami 6 ders saatinde bitmisti. Sonrasinda derslerin gercek yiiziinii
gormeye basladim. Analiz ve Analitik Geometri bir nebze anlasilabilir oluyordu. Ama Soyut Matematik
gercekten de kafa karistiriciydi. Gergi Soyut Matematik’teki konulari da mezun oldugum sene “Heeee boyle
miymis yaa” diyerek anladim. Neyse simdi sorsaniz hi¢bir sey hatirlamiyorum orasi ayri.

Ik senenin ikinci donemi Soyut Matematik’te bir gilginlik yapip Adnan Hoca’dan Nuri Hoca’ya gecis
yaptik. Tabii o donem Nuri Hoca da sasirdi. Subesi bir anda kalabaliklasti. Nuri Hoca'nin dersleri o kadar
giizel ilerliyordu ki vize donemi gelene kadar derslerin nasil gectigini anlamadik bile. Yillarca test c6zmeye,
soru bankasi bitirmeye alismisiz, fakat bu derse nasil calisacagiz bir tiirlii anlayamiyoruz. Meshur mavi
kapakli Soyut Matematik kitabimiz disinda pek de ek materyalimiz yoktu. Vizelere, finallere girdik ve ¢ok
giizel bir sekilde dersten kaldik. Yanlis hatirlamiyorsam 1 kisi falan gegti. O donem anladim ki matematige
calismay1 6grenmek farkli bir sey. Dersteyken anladigimi saniyordum daha sonra yurda dondiigiimde o
giin anlatilan konuyu bile hatirlayamiyordum. Cok biiyiilii bir dersti benim icin. Derken ilk donem bitti.

Ikinci sinif basladi. Artik tecriibeliydim ve akademik anlamda ilerlemeyecegimin bilincine varmistim.
O donem Oguz Hoca ile Uygulamali Bilgisayar Cebiri dersinde yollarimiz kesisti. Hem yazilim hem de
matematik bir aradaydi. Ders ilgimi ¢cok ¢ekmisti. Tabii bazi seyleri yazilim sektoriine girince daha iyi
anladim. O donem SageMath iizerinden bu dersi islemistik. Oguz Hoca, Cloud / Open Source gibi kavramlari
alttan alttan bize islemis aslinda. Dersin islenecegi platformun bulut tabanl olmasi sayesinde, hig bilgisayar1
olmayanlar dahi kiitiiphane gibi ortamlardan baglanip dersine calisabildi. Daha sonra ilerleyen donemlerde
secmeli olarak aldigimiz Matematiksel Yazma Becerileri dersini de Biilent Hoca ile Overleaf iizerinden
islemistik. Bunu bu denli ayrintili anlatmamin sebebi, boliimdeki hocalarimizin giincel teknolojileri ve
ekosistemleri yakindan izleyip bizi onlarla tanistirmalar: sayesinde edindigim bakis acisini1 vurgulamak.

Birinci sinifin sonunda akademik anlamda ilerlemeyecegimi ve bana gore olmadigini fark edince
kendime bir yol haritasi cizmem gerektigini biliyordum. Bilgisayar ve elektronik ile ilkokuldan beri cok sik1
fikiydim. Format atar, crack yapar, bilgisayarima viriis bulastirirdim. Kasay1 sokiip temizleyip geri toplardim.
Havya ile lehim yapip analog devreler olustururdum. Yani bunlara ilgim oldugu icin teknoloji alaninda
giincel olarak yonelebilecegim alanlardan ilki yazilim oldu. Béliimde yazilimla alakali dogrudan sektore
yonelik dolu dolu bir miifredat yok. Zaten béliimiin amaci Matematikgci yetistirmek. Haliyle boliimdeki
secmeli yazilim derslerinin cogu matematik problemlerini modelleyerek isleniyordu. Transkriptimde
goziiksiin belki ileride yazilim gelistiren bir sirkete basvururum diisiincesi ile son sinifta JAVA dersini
almigtim. (Arkadaglar bu bir sehir efsanesi. Emin olun bunun ise alimda en ufak bir faydasi yok.) Béliimde
yazilimla ilgilenen arkadaglarimin sayisi 3-4 kisiden fazla degildi. Onlar da simdi ¢ok iyi yerlerde ekip lideri,
yonetici vb. pozisyonlara geldiler. Nereden veya nasil baglayacagimi da pek bilmiyordum. Ama Python,
Matematiksel Yazma Becerileri'nde dersi islerken kullandigimiz dilin alt yapisinda vardi. O yiizden Python
Ogreneyim dedim. Derken Facebook’ta buldugum yazilim gruplarina katildim ve kiitiiphaneden aldigim
farkl diller ile ilgili kitaplarlari incelemeye basladim. Ogrenmesi en kolay gériinen PHP oldu. Uzun bir
siire PHP ile projeler yaptim. En azindan bir yazilim dilini iyi k6tii biliyordum. Web arayiiz kisminda
HTML-CSS-JS {icliislinii dogru diizgiin yazmay1 beceremiyordum. Ama hazir sablonlarla entegrasyon
yapiyordum. Buradan elde ettigim sonug “Ortaya bir {iriin ¢ikartabilmek” oldu. Bu da 6zgiivenimi artirdu.

Bu arada not olarak belirtmek isterim. flkokuldan beri var olan bilgisayar kasam {iniversite 3. sinifa
kadar kullandim. Emektar bilgisayarim o dénem bazi high level dillerin IDE’lerini acabilecek ve projeyi
derleyebilecek giice sahip degildi. Ben de onu yormayacak dilleri bulmaya calistim. Ekonomik olarak
giiciiniiz yok veya bilgisayariniz yeterli performansa sahip degilse bile pes etmeyin liitfen.

Cebirsel Kodlama Teorisi ve Matematiksel Yazma Becerileri derslerinde Biilent Hoca ile tanistim.
Biilent Hoca’y1 miihendislik boliimlerinde servis dersleri icin giderken goriiyordum. Elinde tableti oluyordu
hep. Teknoloji ile arasinin iyi oldugunu diisiindiim. Bu dersler yazilima olan ilgimi daha da artirmisti.
Ciinkii dersi isleyen hoca da teknoloji ile i¢ iceydi. Ayni donem Oguz Hoca ile Kriptoloji dersimde varda.
Orada da blok zincir alaninda bir ilerleme saglamistik. O dénem gercekten en verimli zamanlarimda
oldugumu anlamistim. Ogrenci ve 6gretmenin bire bir ¢alistig1 tek kotali dersler vardi. Calisma Metotlari,
Bilgisayar Destekli Matematik Projeleri gibi. Bu derslerde donem basi 6devi alip donem sonu teslim etmek
yerine haftada 2’ser saat yiiz yiize matematik ve yazilim ic ice olacak sekilde calismalar yaptik. Web
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tabanli uygulama gelistirdik, Arduino’da programladik, teorik matematik konularina da calistik. Siz siz
olun boliimdeki hocalarla iletigsiminizi kopartmayin. Onlarin size gelmesini beklemeyin. Siz onlara gidin.
Hocalarimizdan 6grenecegimiz cok fazla hayat tecriibesi var.

Giinler giinleri, aylar aylari, yillar yillar1 kovaladi. Derken mezun olamadigim fark ettim. Cilinkii
donemde en fazla 5-6 ders aliyordum. 9-10 ders alip 4-5'inden kalmaktansa 5-6 ders alip hepsinden gecmek
en dogrusuydu bana gore. Baktim ki eksik derslerim var. Yarim donem daha uzadi okul. Sonrasinda
da mezun oldum. Adini anmadigim bircok hocam var her birinin yeri ayr1 benim icin. Pinar Hocam
ile yaptigimiz miizikleri, ipek Hocam ile ictigimiz kahveleri, Ahmet Hocam ile ondan hic ders alamama
ragmen sohbetlerimizi, Talha Hocam, Ismail Hocam, Ogulcan Hocam ile kap1 6nii sohbetlerimizi, akademik
danigmanim Mesut Hoca’'mi1 hi¢c unutmuyorum. Hepiniz iyi ki varsiniz ve hayatima dokundunuz.

Simdi soru cevap sekilde bazi konulara deginmek istiyorum. B6liim benim icin ¢ok ama ¢ok dolu gecti.
Anlatacak bir siirli an1 ve deneyim biriktirdim.

1. Béliimdeki aldigum derslerin meslegime etkisi oldu mu?

Isin ashi su ders burada faydali oldu, bu ders burada faydali oldu gibi somut 6rnek veremem. Ciinkii
boliim bana bakis agis1 kazandirdi. Zaten 1. siniftan sonra da istedigim sey buydu. Boliimde elbette
katma degeri yliksek bir cok ders isleniyor. Ama simdi bana sorsaniz hicbirini hatirlamam. Ama
o dersleri 6grenirken harcadigim zaman ve ¢alisma disiplininin meslegime dolayl yoldan fayda
sagladigini soyleyebilirim.

2. Tekrardan iiniversite okuyacak olsam Matematik Boliimii'nii tercih eder miyim?
Evet kesinlikle!
3. Boliimde okurken ek islerde calistum mi?

Evet calistim. Matematik 0zel dersi de verdim. Sadece 1 hafta dershanede de ¢alistim. Benim ma-
tematik 6zel dersi verdigim hicbir 6grenci basarili olamadi. Ciinkii benim 6gretebilme kabiliyetim
diisiiktii. Zaten matematik 6zel dersini de matematigi zayif olan 6grenciler aliyor. Iyice yorucuydu
benim icin. Tahammiil edemiyordum. Ama matematik 6zel dersinden daha cok enstriiman 6zel
dersi verdim. Kesinlikle daha keyifliydi. Kafelerde canli miizik yapiyordum. Yazilim bilgisi olarak
ilerledikten siire sonra gelistirdifim yazilimlar1 da satmaya baslamistim. Ozel ders kadar olmasa da
ek bir gelir elde ediyordum.

Hem okuyup hem calismak ekonomik olarak size katki saglayabilir. Ama boliimiiniizdeki derslerden
uzaklagsmayin. Farkinda olmadan anlamsiz bir déngiiye giriyorsunuz. Universiteyi kazanmak icin
yillarca galisip boliimii kazaniyorsunuz. Ardindan boliimde derslere katilmak yerine dershanelerde
O0gretmen olarak calisiyorsunuz. Sizin gibi liniversite kazanmak isteyen dershane 6grencilerine,
iiniversite dgrencisi olarak 6gretmenlik yapip basladiginiz yere geri doniiyorsunuz.

Universite yillariniz kolay kolay geri gelmeyecek. Miimkiin oldugunca derslerden ve okuldan uzaklas-
mayin. Ozel ders vermeyin veya dershanede ¢alismayin demiyorum ama bu okulunuzu etkilemesin.
Boliimiimiizdeki akademik kadro ile kuracaginiz bilgi ve tecriibe aligverisinin kiymeti mezun olunca
belli oluyor.

4. Béliimde okurken katildigim topluluklar oldu mu?

Matematik Diistinme ve Arastirma Toplulugu’nda kisa bir siire bulundum. O dénem topluluk yeni
kuruluyordu. Sonrasinda Robot Toplulugu’na katilmistim. En son Endiistri ve Sistem Toplulugu'na
katildim. ACM, IEEE gibi topluluklarda vardi. Fakat o donem bilgisayar miihendisleri tarafindan
dislandigimi hissettim ve katilmaya cekindim. Simdiki aklim olsa o topluluklara da katilirdim. Belki
de yazilim 6grenme siirecimde daha cok katki saglardi.

5. Staj ve ig bulma siirecim nasul ilerledi?

Staj ve yar1 zamanh is bagvurularim hep reddedildi. CV’im yazilim sektorii icin tiim ihtiyaclari
karsilamiyordu. Tabii o donem bunun farkinda degildim. Zor bir sekilde elektronik devre karti
ve donanim gelistiren bir firmada staj yapma sansi buldum. Staj kapsaminda Arduino Uno igin
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Radio Shield PCB (Bask1 devre karti) tasarimi yaptim. Ardindan bu kart1 Cin’de bastirip iiriin haline
getirdim.

Is bagvurularimin hepsi reddedildi. Ben de mezun olmaya yakin 6zel okullarda 6gretmenlik, enst-
riiman egitmeni, robotik kodlama egitmeni gibi alanlara bagvurdum. Formasyonum olmadig icin
okullara kabul edilmem zordu. Ama Ankara’da tek bagima yasayip kirami édeyebilmek ve gecimimi
saglayabilmek i¢in calismak zorundaydim. Mutlaka bir giin yazilim alanina yonelebilecegime inani-
yordum. Umudum olmadan bir is gériismesine gittim. “1-2 hafta deneme siiresi yapalim” dediler. 3.
giin ise alindim.

Son olarak, {iniversite egitimi ve ¢calisma hayatimi géz 6niine alarak boliimdeki 6grenci arkadaslarima
sunlari 6neririm:

« En az bir tane {iniversite topluluguna katilin.

+ Imkaniniz varsa Nesin Matematik Kdyii'ne bir kez olsun gidin derim. Ben yaz ayinda iki dsnem
gitmistim.

« Calistaylar, paneller, proje yarismalari vb. etkinliklere katilim saglayin. Ozellikle akademik aginizin
gelismesinde biiyiik fayda saglayacak.

« Kisisel gelisimden uzak kalmayin ve hobi edinin miizik, gorsel sanatlar, tiyatro gibi.

« Hata yapmaktan korkmayin.

« Giizel dostluklar kurun, sizin zamaninizi bosa harcayan kisilerden uzak durun. Hayatta geri getire-
meyeceginiz seylerden bir tanesi de zaman.

« Sporla i¢ ice olun. Ben bunu biraz gec fark ettim. Sonra bilgisayar basinda bir siirii kilo aldim. Verene
kadar cok zorluklar cektim.

« Boliimiin girisinin solunda bir erik veya elma agaci vardi. Hala duruyorsa oradan meyve yiyin derim.

B ZEYNEP BASER 20’ - Kilis 7 Aralik Universitesi, Aragstirma Gérevlisi

Hacettepe Universitesi yalniz akademik anlamda degil,
ayni zamanda sosyal olarak da zengin bir ortama sahip.
Beytepe Kampiisii ise sakin ve yesil bir kampiis, her sey-
den Once bdyle bir ortamda 6grenim gérmek, agaclarin
arasindaki kiitiiphanede ders ¢aligmak insani inanilmaz
= motive ediyor. Boliimiimiize gelecek olursak; akademik
i kadrosu her alanda zengin bir boliimde okumanin fay-
dasin1 zaman gegtikce daha da iyi anliyorum.

Hem lisans hem de yiiksek lisans egitimimi Hacet-
tepe Universitesi’nde yapmis olmak ¢cogu zaman zorla-
yicl, stresli olsa da bu siire¢ hayatimdaki ¢cogu konuda
inanilmaz gelisme gostermemi, her konuda sabir, me-

i rak ve elestirel bir bakis acis1 kazanmami sagladi. Su
& Zeynep.baser@kilis.edu.tr an arastirma gorevlisi olarak siirdiirdiigiim kariyerimde
bunlarin biiyiik faydasini gériiyorum. ilk iki sene iiniver-
siteye ve derslere alismanin telasinda zorlu gecti fakat lisans bittikten sonra genelde herkes tiniversite
ortamindan uzaklagmak istese de iiciincii ve dordiincii sinifta sevdigim alanin derslerine yonelerek bu
derslerde aldigim keyif ile egitim hayatima devam etmek istedim. Bu yiizden cebir alaninda yiiksek lisansa
basladim. Her dersin katkisi farkli derecelerde 6nemli olsa da lisansiistii egitime yonlenmemde uygulamal
soyut cebir, kriptoloji, oyun teorisi, elementer sayilar teorisi gibi derslerden aldigim keyif ¢ok etkili oldu.
Farkl alanlarda ¢alisan ve alanlarinda iyi olan hocalarimizin olmasi ¢ok biiyiik avantaj. Su an akademide
olan biri olarak bunun akademik olarak ilerlemek isteyen 6grenciler i¢in biiylik bir avantaj oldugunu
goriiyorum.

Akademiye ilerlemek istedigime karar verdikten sonra lisans egitimim bitmeden yabanci dil sinavi ve
diger gerekli sinavlara girdim. Ortalamamin diisiikl{igii beni zorlasa da diger puanlarim yiiksekte tutmak
aragtirma gorevlisi olmamda etkili oldu. Akademide ilerlemek isteyen 6grenciler icin benim tavsiyem
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kesinlikle lisans siirecindeyken ilgi duyduklar: alanin dersleri icin temellerini iyi olusturmalari. Bu ileride
isleri cok kolaylastiracaktir. Ayrica, gerekli ALES ve yabanci dil puanlarini lisans siirecinde alip ve gerekirse
bu sinavlara tekrar tekrar girerek puanlarin yiikseltip bu konuda rahat etmeleri ¢ok iyi olur.

Boliimiimiizde diizenlenen cesitli etkinlikler béliime karsi ilgi ve motiveyi artirirken farkli tiniversi-
telerden gelen akademisyenlerin seminerlerini dinlemek matematiksel olarak giincel kalmamizi sagladi.
Son zamanlarda teknolojinin de gelismesiyle gelisen programlama, Al, kodlama gibi alanlarin temeli olan
bolimiimiiz artik daha da kiymetli. Mezuniyet sonrasi is imkadnimiz artik daha da fazla.

Fen bilimlerinde 6grenci olmak cok zor gibi diisiiniiliiyor. Aslinda cok ¢ok zor oldugu zamanlar var.
Psikolojik olarak da fiziksel olarak da ¢ok zorlayici olabiliyor. Ama en sonunda bir teoremi ispatlamak hatta
ispata giden ufacik bir adim atmak biitiin her seye degiyor. Insanin sevdigi isi yapmasi her seyden nemli,
ancak isi en iyi bilenlerden 6grenmek biiyiik bir sans. Bu siirecte kurulan dostluklar da tiniversite hayatina
ayr1 bir giizellik katiyor.

Universite deneyimi, hayatimizin en 6nemli zamanlarindan biri. Eger gercekten matematik sevmiyorsak
bu 4 sene (belki daha fazlas1) zuliim gibi gelecektir. Fakat seven birisi icin derslerden kalsa da zorlansa da
matematik okumanin verecegi keyif her seye degecektir. Bu ylizden “matematik” okumak isteyenler icin
Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii gercekten olabilecek en iyi tercihlerden birisi bence.

B TUGCE ALTUNDAG CAKIRCA 20’ — Anadolu Hayat Emeklilik, Aktiierya Birimi, Kidemli Uzman Yrd.

Hacettepe Universitesi Matematik Béliimii'nde gegirdigim yillar, hem
kisisel hem de akademik olarak beni en ¢ok doniistiiren donemlerdi.
Matematik her zaman zor ama bir o kadar da tatmin edici bir alandi.
Ozellikle uygulamali matematik derslerinde ¢ok keyif aldim; hatta bu
siirecte Mustafa Hoca ile birlikte bir makale yazma firsat1 da yakala-
dim. Bu deneyim, hem arastirma disiplinini 6grenmemi sagladi hem
de akademik yazim becerilerimi gelistirdi.

Matematik Boliimiinde 6grenim goriirken, ayn1 zamanda Aktii-
erya Bilimleri Boliimiinde cift ana dal yaptim. 2020 yilinda Matematik
Boliimiinden, 2021 yilinda ise Aktiierya Bilimleri Boliimiinden me-
zun oldum. Matematik altyapim sayesinde Aktiierya ve sonrasinda
basladigim Istatistik yiiksek lisans egitimimde kendimi cok daha ha-
zirliklh hissettim. Analitik diisiinme becerisi, soyut kavramlar1 somut
modellere doniistiirme yetenegi ve sistemli calisma aliskanligi, tiim bu
siirecte bana giiclii bir temel olusturdu. Bu sayede farkli disiplinlere
daha kolay adapte olabildim ve karsilastigim karmasik problemleri
daha biitiinciil bir yaklagimla ele alabildim.

2022 yilinda Ernst & Young biinyesinde Aktiierya ekibine katildim.
Denetim ve danigsmanlik tarafinda calisgtim. Aslinda matematik mezunlari icin de acik olan bu alana,
boliimde edindigim altyapi sayesinde rahatlikla adim atabildim. Temmuz 2025 itibartyla Ernst & Young’dan
ayrilarak Anadolu Hayat Emeklilik Sigorta Sirketindeki yeni gorevime gectim.

Ogrencilere tavsiyem, iiniversite hayatlarini sadece derslerle sinirli tutmamalaridir. Tlgi duyduklari
farkli alanlara yonelmeleri, ¢ift ana dal ve yan dal olanaklarini arastirarak bu firsatlari degerlendirmeleri,
kendilerine hem akademik hem kisisel acidan ¢ok sey katacaktir. Ayrica merak duyduklari konularda
akademisyenlerle iletisim kurmaktan cekinmemelerini, fikir danismalarini, hatta miimkiinse aragtirma
projelerinde yer alarak deneyim kazanmalarini da 6nemle tavsiye ederim. Universite yillari, hem kendini
tanimak hem de ilgi alanlarini kesfetmek icin essiz bir firsattir. Béliim olarak, uygulamali projelere ve
sektorel baglantilara daha ¢ok yer verilmesinin 6grencilerin mezuniyet sonrasi yolculuguna biiyiik katki
saglayacagin diisiiniiyorum.

Hacettepe Matematik, bana sadece bir diploma degil; analitik diisiinmeyi, sabirli calismayi, cok boyutlu
bakis acisini ve farkli alanlara gecis esnekligini kazandirdi. Bu nedenle her zaman minnettar olacagim.
Sorusu olan ya da kariyer yolculugumla ilgili daha fazla bilgi almak isteyen 6grenciler, LinkedIn iizerinden
benimle diledikleri zaman iletisime gecebilirler.

B tugge-altundag-cakirca
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B ALi EMIR ERCAN ’24 — DefineX, Yazilim Gelistirme Uzmani

Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii’'nden 2024 yilinda mezun
oldum. Su anda bir yazilim gelistirici olarak fintech alaninda calistyo-
rum. Lisans egitimim boyunca yalnizca matematigin teorik yonlerine
degil, ayn1 zamanda bilgisayar bilimiyle kesisen alanlara da ilgi duy-
dum. Bu yazida, Hacettepe’'de gecirdigim yillarin kariyerime nasil yon
verdigini anlatmak ve ayni zamanda mezuniyet sonrasi deneyimlerimi
paylasmak istiyorum.

Lisans egitimime basladigimda yazilim sektoriine dair dogrudan
bir kariyer planim yoktu. Bilgisayarlarla her zaman iyi anlasirdim
fakat bunu meslek olarak degerlendirecek kadar onemsememistim.
Temel bilimlerle ugrasmak, bana cok daha anlamli ve “6nemli” bir
seyle mesgul oldugum hissini veriyordu; bu yiizden gelecekteki ka-
riyerimin de bu dogrultuda sekillenecegini diisiiniiyordum.

Ancak pandemiyle birlikte herkesin vaktini farkli ugraslarla dol-
durmaya calistig1 o donemde, ben de bilgisayar bilimlerine yoneldim.
O zamana kadar boliimde bazi programlama dersleri almistim fakat
bu derslere pek ciddiyetle yaklasmamigtim. Pandemi siirecinde ise

f aliemirercan bu alana, tipki matematikteki bir lisans dersi gibi diizenli ve disip-

linli sekilde calismaya basladigimda, konunun sandigimdan ¢ok daha

derinlikli oldugunu fark ettim. Bilgisayar bilimi yalnizca monitore bakip kod yazmaktan ibaret degildi;

temel bilimlerle dogrudan iliskili, kuramsal arka plan giiclii bir aland. Ustelik diger temel bilimlerden

farkli olarak, 6grendiginiz kuramsal bilgiyi pratige dékme ve sonuclarini kisa siirede gézlemleme imkani

sunuyordu. Sanirim beni bu alana asil ceken de tam olarak buydu: teoriden uygulamaya dogrudan gegis
yapabilmenin verdigi tatmin duygusu.

Pandemi siirecinde vaktimi yazilimin bircok alanini kesfetmeye calisarak gecirdim. Bir yandan temel
bilgisayar bilimi konularina odaklanmaya devam ediyordum; ¢linkii hangi alanda calisilirsa ¢aligilsin, bazi
temel kavramlarin mutlaka bilinmesi gerektigini fark etmistim. Bu ortak zemini olusturmak onceligimdi.
Bunun yani sira, oldukca daginik ama 6gretici bir merak siireci yasadim. Bir giin mobil uygulama gelistir-
meye ilgi duyup Android Studio indiriyor, birkag¢ buton yerlestirdikten sonra ilgimi kaybediyordum. Ertesi
giin kendimi gomiilii sistem programlamasiyla ilgili videolar izlerken buluyordum. Bu ¢abalarin hicbiri dii-
zenli veya derinlikli degildi elbette; daha cok neye ilgi duydugumu anlamaya ¢alistigim, icgiidiisel bir kesif
siireciydi. Geriye doniip baktigimda, bu deneyimsiz ama samimi denemelerin olduk¢a faydali oldugunu
sOyleyebilirim. Yazilima yeni baslayan herkese 6nerebilecegim bir sey varsa, o da sudur: Farkli alanlara
temas ederek her konudan biraz fikir sahibi olmak, ilgi alanlarinmi belirlemede ve ilerleyen donemlerde
daha bilincli tercihler yapmada biiyiik katki sagliyor.

Bu dénemden sonra ilgim biiyiik 6l¢ciide web programlamaya kaydi. Zaten o zamanlarin en popiiler
konusu da buydu — o donemlerde biiyiik dil modelleri heniiz yalnizca basit sohbet botlariydi ve yapay
zeka heniiz web teknolojilerinin 6niindeki taht1 devralmamisti. Fakat beni web programlamaya ceken esas
neden, bu alanin popiilerliginden cok sundugu esneklikti. Web gelistirme, diger bircok yazilim alanina
kiyasla ¢ok daha az sayida “genel gecer kural” icerir. Her uygulama ve her kullanim durumu kendi baglami
icinde degerlendirilir ve bu baglam zamanla degigebilir. Bu ylizden alinan kararlarin, yalnizca teknik acidan
degil, uzun vadeli etkileri de diisiiniilerek verilmesi gerekir.

Ayni islevi yerine getirecek iki farkli uygulama bile; kullanici sayisi, kullanicilarin cografi dagilima,
uygulamanin biiylime potansiyeli, zaman ve kaynak kisitlar1 gibi faktorler dogrultusunda tamamen farklh
bicimlerde tasarlanabilir. Genelde tek bir dogru yoktur; bunun yerine birden fazla “yanlis” vardir ve bizim
gorevimiz baglama en uygun, en az sorun ¢ikaracak ¢coziimii bulmaktir. Bu da aslinda, matematik bolimi
hakkinda sikca soylenen “analitik diisiinme yetenegi kazandirir” sdyleminin somut karsiligidir. Web
gelistirme siireclerinde verilen her karar, bu analitik siizgecten gecirilmis ve gerekcelendirilmis olmalidir
ki hem mevcut kaynaklari etkili kullanabilelim hem de gelecege yonelik teknik borcu en aza indirebilelim.

Tiim bu 6grenme siirecinin ardindan, yiiz yiize egitime geri dondiigiimiizde profesyonel anlamda
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ilk isimi yapmak icin staj arayisina basladim. O donemde boliimiin diizenledigi bir etkinlikte tanigtigim,
mezunlarimizdan birinin referansi ile yaz doneminde ilk stajima bagladim. Staj yaptigim sirket, temel
olarak ses ve goriintii sistemlerine odaklanan; hem donanim hem de yazilim gelistiren kiiciik bir teknoloji
firmasiydi. Ekibin kiigiikl{igii, herkesin bircok farkli isle ilgilenme firsati buldugu oldukea 6gretici bir ortam
yaratiyordu. Bir giin web uygulamasi gelistirirken, ertesi giin masaiistii uygulamalariyla veya Windows
APTleriyle ugrasabiliyordunuz. Bu yoniiyle, pandemi donemindeki kesif siirecimi adeta profesyonel bir
baglamda tekrar yasiyor gibiydim — ancak bu kez sikilip birakma gibi bir segenegim olmadig1 icin deneyim
cok daha derin ve 6greticiydi. Stajumin ardindan ekiple calismaya devam etme firsat: buldum ve burada
yaklasik dokuz ay kadar calistim.

Daha sonrasinda, Tiirkiye’nin en biiyiik yazilim danismanligi sirketlerinden birine bagvurdum ve burada
yeni kurulan bir ekipte back-end gelistirici olarak calismaya basladim. Bu kez ¢cok daha biiytik bir ekibin
parcasiydim; ancak 6nceki isime kiyasla ¢cok daha dar bir alanda, cok daha derinlemesine ¢calisma imkani
buldum. Gelistirdigimiz uygulamalarin genis kullanici kitlelerine sorunsuz bir sekilde ulagmasi gerekiyordu.
Bu da, daha 6nce bahsettigim "en az yanlisi bulma” yaklagimini, cok daha fazla olasilik arasindan dikkatle
uygulamami gerektiriyordu. Bu siirecte, finansal teknolojiler alaninda daha 6nce denenmemis bircok
cozlimiin parcasi olma firsat1 yakaladim ve hala da bu tiir yenilik¢i caligmalarin icinde yer almaya devam
ediyorum. Yaklasik bir buguk yildir bu sirkette ¢alismay siirdiiriiyorum.

Tiim bu deneyimlerime dayanarak, su anda boliimde egitimine devam eden arkadaslarin da aklini
kurcaladigini diisiindiigiim bazi sorulara yanit vermek isterim. Bunlardan ilki, benim de lisans yillarinda
sikca diislindiigiim su soruydu: “Temel bilimlerde okumak, yazilim sektdriinde bana bir dezavantaj yaratir
m1?” Bugiinden baktigimda bu soruya goniil rahatligryla “hayir” diyebiliyorum.

Temel bilimlerden mezun olmak, yazilim sekt6riinde ilerlemek icin bir engel degil. Elbette bazi kurumsal
yapilar (6zellikle savunma sanayii gibi belirli alanlar) miihendislik diplomasini sart kosabiliyor. Ancak
bunun disindaki pek cok sektorde, 6zellikle 6zel yazilim sirketlerinde ve girisimlerde bu tiir bir ayrimin
pratikte bir karsilig1 yok. Ne kendi kariyerimde ne de benzer yollardan ge¢cmis cevremde bdyle bir engelle
kargilagtim. Aksine, yazinin basinda da degindigim gibi, matematik egitiminin kazandirdig1 soyut diistinme
becerisi, problem ¢6zme disiplini ve analitik yaklasim yazilim alaninda ¢ok saglam bir temel olusturuyor.

Ancak bu temel, tek bagina yeterli degil. Bilgisayar bilimlerinin kuramsal yonlerine de hakim olmak
biiylik 6nem tasiyor. Boliimiimiizde bu altyapiy1 destekleyecek *Veri Yapilari ve Algoritmalar’ ve 'Nesneye
Yonelik Programlama’ gibi dersler agiliyor; bu dersleri mutlaka almanizi tavsiye ederim. Fakat bu dersler
baslangic icin iyi bir temel sunsa da, sektre hazirlik acisindan yeterli olmayabilir. Yazilimin yani sira
donanim, haberlesme, isletim sistemleri ve is gelistirme gibi bilgisayar miihendisligine ait temel alanlarda
da okuma yapmaniz ve genel bir kavrayis gelistirmeniz, sektore adim atma siirecinizi ¢ok daha kolay ve
saglikli hale getirecektir. Aksi takdirde, bu gecis siireci daha zorlayici olabilir.

Bir diger sikca sorulan soru ise 0zellikle son zamanlarda yalnizca temel bilimler 68rencilerinde degil,
yazilim sektoriine ilgi duyan pek cok kiside ortaklasa ortaya cikiyor: Yapay zeka devrimiyle birlikte yazilim
sektoriinde istihdam azaliyor mu? Hala bu alana yatirim yapmak ve kendini bu yonde gelistirmek mantikli
m1? Bu soruya dair farkli kesimlerden cok sayida goriis ve tahmin duyuyoruz. Ancak ben, bu yorumlarin
biiyiik cogunlugunun varsayimdan 6teye gegcmedigini diistiniiyorum.

Kisisel kanaatim, su an yasadigimiz istihdam sorunlarinin yapay zeka teknolojilerinin gelisimiyle
dogrudan iligkili olmadig1 yoniinde. Ozellikle pandemi doneminde hizli ve kontrolsiiz sekilde biiyiiyen
teknoloji sirketleri, sonrasinda gelen ekonomik daralma siirecine uyum saglamakta zorlandi. Bu durum,
dogal olarak ise alimlarda yavaslamaya ve baz sirketlerde isten ¢ikarmalara yol agti. Ote yandan, mevcut
yapay zeka araclarinin bu siirecin ana nedeniymis gibi sunulmasinin, cogu zaman bu teknolojileri gelistiren
sirketlerin kendi basarilarini pazarlama cabasiyla da iligkili oldugunu diisiiniiyorum.

Gergekte bugiin elimizdeki yapay zeka sistemleri, heniiz bagimsiz olarak bir kod tabanini emanet
edebilecegimiz, ugtan uca sistem gelistirebilecek seviyede degil. Daha c¢ok bir asistan gibi is goriiyor,
iiretkenligi artiran ama karar verme ve tasarim siireclerinde hala insan girdisine ihtiya¢ duyan araclar
olarak islev goriiyorlar. Ileride bu durum degisir mi? Evet, miimkiin. Ama dyle bir noktaya gelinirse, yalnizca
yazilim sektorii degil; ekonomi, liretim, hukuk, egitim gibi pek ¢ok alan koklii bir doniisiim gecirecektir.
Bu da bizi cok daha kapsamli, yeni bir toplumsal ve ekonomik yapi tartigsmasina gotiiriir.
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Bu nedenle, yazilim sektoriinde ¢alisan ve kendine saglam bir altyap: kazandirmis bir bireyin, hangi
kosulda olursa olsun igsiz kalacagina inanmiyorum. Yazilim, hala yatirim yapilmasi son derece mantikl bir
alan. Ustelik bu alanda bagarili olmanin yolu, yazinin basindan beri vurguladigim gibi, matematiksel dii-
siinme becerilerini gelistirmekten ve bilgisayar bilimlerinin temelini saglam atmaktan geciyor. Giiniimiizde
bu becerilerin 6nemi azalmiyor, aksine her gecen giin daha da artiyor.

Sonuc olarak, bu yolculuk boyunca edindigim her deneyim bana sunu gosterdi: Ne ge¢misteki tercihleri-
niz ne de mezun oldugunuz béliim, tek basina sizi tanimlar. Onemli olan, neye ilgi duydugunuzu kesfetmek,
bu ilginin pesinden istikrarli bir sekilde gitmek ve degisen kosullara uyum saglayacak donanimi zamanla
insa edebilmek. Hacettepe Matematik’te kazandigim disiplinli diisiinme aligkanlig1, bana yalnizca soyut
problemleri degil, gercek diinya sorunlarini da ¢ozmeyi 6gretti. Umarim bu satirlar, kendi yolculugunuzda
hem icinizi rahatlatir hem de size ilham verir.

Sorulariniz olursa ya da yalnizca sohbet etmek isterseniz bana her zaman ulasabilirsiniz.

Basarili ve merak dolu bir yolculuk diliyorum.
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Problem 1.

a, b, c sayilar1 a® + b® = 2¢ esitligini saglayan pozitif tam sayilar olsun. Bu durumda a = b oldugunu
kanitlayiniz.

Problem 2.

ABC ticgeni, A kosesinde dik acili bir iicgen olsun ve |AB| > |AC| kosulu saglansin. ABC iicgeninin
cevrel cemberine A noktasinda teget olan dogru, BC dogrusu ile P noktasinda kesismektedir. P noktasi
BD dogru parcasinin orta noktasi olacak sekilde bir D noktasi tanimlansin. D noktasindan gecen ve AP
dogrusu ile paralel olan dogru, ACD {icgeninin cevrel cemberini A disindaki bir E noktasinda tekrar
kesmektedir.

Bu durumda A noktasinin EBP ii¢geninin ic teget cemberinin merkezi oldugunu gosteriniz.

Problem 3.

Her bir birim karesinde pozitif bir tam say1 bulunan 2016 X 2016 boyutlarinda bir 1zgara verilmistir. Bu
1zgara lizerinde asagidaki iki tiir hamlenin yapilabildigi bir oyun diisiiniin:

« Bir satir secip o satirdaki tiim sayilari 2 ile carpabilirsiniz.
« Bir pozitif tam say1 ve bir siitun secip, sectiginiz sayiy1 o siitundaki tiim sayilardan ¢ikarabilirsiniz.

Biitiin sayilar sifir oldugunda oyunu kazanmig oluyorsunuz. Bu kurallara gore, sonlu sayida hamleyle
oyunu her zaman kazanmak (yani tiim sayilar1 sifirlamak) miimkiin miidiir?

Problem 4.

Asagidaki sekilde tanimlanan ay, a,, as, ... dizisini ele alalim: a; = 1 ve n > 2 i¢in

an=n—[MJ.

Buna gore dizinin agg, terimini bulunuz. (Not. Burada | x| ile x’ten kiiciik ya da esit en biiyiik tam say1
gosterilmektedir).

Problem 5.
Alt1 ardisik tam sayidan olusan herhangi bir dizide

2+ D+ 1) —1)

ifadesi 2016’n1n bir tam kati olacak sekilde en az bir x tam sayis1 bulundugunu kanitlayiniz.
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